Luku 4

Hermoverkot

Tassa luvussa kdyddan lapi kurssilla tarvittavat asiat hermoverkoista. Lisdtietoja, tarken-
nuksia ja kohtuullinen joukko erilaisia viitteitd 16ytyy raportista:

[TK] T. KARKKAINEN, MLP-network in a layer-wise form: Derivations, consequences and applica-
tions to weight decay, Report No. C 1, University of Jyvaskyld, Department of Mathema-
tical Information Technology, 2000.

Hermoverkoista (neural network) on tullut viime vuosina erds keskeinen elementti ns. las-
kennallisesti dlykkdiden jarjestelmien -nimelld (Computationally Intelligent Methods, Soft
Computing) kulkevien tekniikoiden joukossa. Perusldhtokohtana on opettaa reaalimaail-
man dataa hyvaksikdyttden sopivalle tietorakenteelle tuntematon kuvaus, joka liittdd mi-
tattujen input-output -muuttujaparien arvot toisiinsa. Tdtd on havainnollistettu kuvassa 4.1.
Annettuja vektoreita {x;,y;}, joiden avulla tuntematon kuvaus méairitaan, kutsutaan ope-
tusaineistoksi.

Kuva 4.1: Input-Output parien muodostamat joukot.

Opetusaineisto eli opetusdata muodostuu tdlla kurssilla joukosta vektoreita

X1 Y1
xi~x=|:|€R™ ja yi~y=|:| €R™ kaikillai=1,...,N,

xng yﬂz
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missd N on annettujen vektoreiden lukumaééra. Jokaisen vektorin x; sisdltdmid eri kompo-
nentteja (x;)x, k =1, ... ,no kutsutaan piirteiksi, missa kdytetty nimitys juontaa juurensa ylei-
sesti ns. hahmontunnistuksen yhteydessa kiytetystd terminologiasta. Koko aineisto {x;, y;} ¥,
voidaan tallettaa kadtevasti, yllatys yllatys, matriiseihin:

X:[Xl X2 ... XN]ERnOXN ja Y:[yl y2 ... YN]ERnZXN.

Ndin saadaan selked ja (ainakin MATLABilla) helposti kdsiteltdva talletusmuoto koko anne-
tulle tietomassalle.

Hermoverkkoja kdytetddn mitd moninaisimpien ilmididen simuloinnissa (eli jaljittelyssd) ja
sdddossa (eli tilan ohjauksessa). Yleisimpid sovellusalueita ovat erilaisiin teollisuusproses-
seihin ja aikasarjoihin liittyvdt seuranta- ja ennustustehtdvét (paperitehtaan ohjausjarjestel-
md, porssikurssit jne.) sekd erityyppiset luokittelutehtdavét (vaikkapa pullonpalautusauto-
maatti). Se, miten hyvin erilaisten kdytannon sovellusten kasittely verkkojen avulla onnis-
tuu, riippuu keskeisesti kahdesta eri tekijastd: 1. Kuinka hyvin annettu opetusaineisto ku-
vaa sovelluksen taustalla olevaa tuntematonta systeemid? 2. Osaammeko konfiguroida eli
opettaa verkon oikealla tavalla? Naméa kysymykset eivét liity pelkdstddn hermoverkkoihin,
vaan ne muodostavat myos esimerkiksi yritystaloustieteeseen, ohjelmistotekniikkaan seka
optimointiin liittyvan problematiikan ydinalueen. T4atd voidaan havainnollistaa seuraavilla
kysymyksilla:

Yritystaloustiede: “Are we building the right product?”
“Are we building the product right?”

Ohjelmistotekniikka: “Are we building the right software?”
“Are we building the software right?”

Hermoverkot: “Are we training the right network?”
“Are we training the network right?”

Optimointi: “Are we minimizing the right functional?”
“Are we minimizing the functional right?”

Hermoverkkojen késittely liittad yhteen aikaisemmin jo oppimamme(?) asiat. Verkon raken-
ne voidaan kuvata yksinkertaisesti ja yksiselitteisesti matriisien avulla. Verkon opettaminen
perustuu sopivan optimointitehtdvan konstruointiin ja ratkaisemiseen. Tehtdvéan jarkevyy-
den kannalta tarvitaan annetun opetusdatan esi- ja jalkikéasittelyd. Saatuja ratkaisuja voidaan
havainnollistaa ja tarkastella MATLABin graafisia ominaisuuksia hyvaksikdyttden.

Periaatteessa talla kurssilla kasiteltdava ns. monikerroksinen Perceptron-verkko MLP (Multi-
Layered Perceptron) on vain yksi tapa approksimoida jotain tuntematonta funktiota annetun
datan pohjalta. Tilastolliselta kannalta katsottuna kyseessa on siten ns. epiilineaarinen regres-
sio -analyysi. Kysymys siitd, onko kdyttimadmme malli tilastolliselta kannalta parametrinen
vai ei-parametrinen, jadkoon tilastotieteilijoiden pohdittavaksi (jos em. késitteet saadaan jos-
kus madriteltyd yksikasitteisesti). Niille, joiden pohjat riittdvat, voidaan todeta, ettd anne-
tun datan “hyvyys” (ja siten MLP-mallin toimivuus) riippuu siitd, pysyyko yhteisjakauma
p(x,y) = p(y|x)p(x) samana annetun opetusdatan suhteen.

Yleista funktion approksimointia on tarkemmin havainnollistettu seuraavassa kuvassa:
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Vasemmanpuoleisessa kuvassa on annettun datan lineaarinen approksimaatio, joka saadaan
aikaiseksi ratkaisemalla optimointitehtdva

N
milnz ly; — (ax; + b)|*.
a,b i=1

Oikealla (eri) dataa on approksimoitu neljannen asteen polynomilla, jonka méaardamiseksi
ratkaistavan optimontitehtdvan muotoilu jatetdan jokaisen omaksi padnvaivaksi.

Kuvat on tuotettu seuraavanlaisella MATLAB-makrolla, jossa fitattavan polynomin asteluku
madratddn muuttujan deg avulla:

x = 0:0.15:2; e = 6e-1; deg = 1; y = x + ex(rand(size(x))-0.5);

a = plot(x,y,’bx’,’MarkerSize’,14); axis([-0.1 2.1 -0.5 2.5]);

set(gca, ’XTick’,[0 0.5 1 1.5 2]); p = polyfit(x,y,deg); y2 = polyval(p,x);
hold on, 1 = plot(x,y2,’g-’); set(l,’LineWidth’,2)

41 Miten MLP-verkko muodostuu?

Tarkastellaan aluksi vaihe vaiheelta kuvassa 4.2 havainnollistetun MLP-verkon rakenteen
muodostumista. Tavoitteena on ensinnékin saada jonkinlainen tuntuma siihen kuvaukseen,
jonka verkon arkkitehtuuri muodostaa. Yleensé tillaisen verkon toimintaa tulkitaan ihmi-
saivojen ndkokulmasta siten, ettd rakenne liittdd yhteen pienet peruslaskentayksikot, neu-
ronit. Meille paljon hyddyllisempi esitystapa tulee olemaan algebrallinen muotoilu, jossa
verkon toimintaa kuvataan matriisien ja funktioiden avulla, koska tillainen esitysmuoto
voidaan esittda sellaisenaan MATL ABilla.

Askel 1:

Lahdetdan ihan aluksi liikkeelle annettujen lukujen x4, . . . , x, avulla muodostetusta lineaari-
sesta muunnoksesta, joka tapauksessa n = 1 méérittelee suoran yhtalon, n = 2 tason yhtdlon
ja tapauksissa n = 3,4, ... ns. hypertason.

a(x) = wo+ wWix1 + -+ + Wy1Xp_1 + Wy = W' X, (4.1)
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Kuva 4.2: Kaksikerroksinen MLP-verkko.

missa
wWo 1
(%1 . R X1
w=| . ja x=| .. (4.2)
w?’l xn

Tassa lukua wy kutsutaan bias-termiksi ja sen ansiosta muunnoksen ei valttamatta tar-
vitse kulkea origon kautta (a(0) = wy). Alkuperdisen vektorin x laajentaminen muotoon
X mahdollistaa kaavassa (4.1) esiintyvdn kompaktin (siis lyhyen ja ytimekk&ddn) merkin-
titavan w’X. Muunnoksen méarad yksikésitteisesti painovektori w, joka koostuu luvuista
Wy, - - . ,Wy. Erityisesti, jos ||w|| = 1, reaaliluku a (x) = w'& mé&ir4a pituuden vektorin X pro-
jektiolle py,(X) = w'Xw painovektorin w méaradmaélle hypertasolle.

Askel 2:

Luonnollisesti samaan vektoriin x voidaan soveltaa myds useampia lineaarisia muunnoksia:

Ta
a1 (X) = w10 + Wi X1 + -+ Wi p_1Xy-1 + Wi Xy = Wi X,

TA
Ay (X) = Woo + W1 X1 + -+ + Wy p—1Xy-1 + W Xy = WX,

43)
To (4.
a; (X) = Wio + Wi1X1 + -+ Win-1Xn—1 + WinXy = W; X,

— !l
Ay (X) - wm,O + wm,lxl +---+ wm,n—lxn—l + wm,nxn = Ww,X.
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Nyt huomataan, ettd asettamalla painovektorit wy, ... ,w,, matriisin W riveiksi

W= 11, (4.4)

voidaan kaavassa (4.3) suoritetut m—kappaletta muunnoksia esittdd kompaktisti muodossa
a=Wx, (4.5)

missd vektori a sisédltad saadut reaaliluvut ay, ... ,4,,. Tdméa kaava madrittelee ns. yksikerrok-
sisen, lineaarisen Perceptron-verkon datavektorille x tekeman muunnoksen.

Askel 3:

Useat kaytonnon prosesseja kuvaavat ilmiot eivat kuitenkaan ole lineaarisia vaan epiilineaa-
risia, jolloin niitd kuvaavan mallin tulisi my®s olla epélineaarinen. Kuinka timéd ominaisuus
voitaisiin lisitd lineaariseen muunnokseen a = WX? No, esimerkiksi soveltamalla jokaiseen
saadun vektorin a komponenttiin a; jotain “sopivaa” epélineaarista funktiota f(a;) = fi(a;).
Tamantyyppiselle muunnokselle saadaan myos kompakti merkintdtapa maarittelemallad ns.
diagonaalinen funktiomatriisi F = F(-) = Diag{ fi(-)}", muodossa

fi) 0 ... 0
S B (49
0 ... 0 fu®)

ja laajentamalla sopivasti matriisi-vektori operaatioiden maaritelmid. Erityisesti yleisen
funktiomatriisin # ja vektorin v kertolaskua vastaava laskutoimitus maééritellddn seuraa-
vasti: y = F(v) & y; = ;?1:1 fij(v;) (eli siis funktiomatriisin tapauksessa matriisin alkiolla
kertomista vastaa komponenttifunktion soveltaminen).

Tamaén hiukkasen hdmaérdn tuntuisen puljauksen seurauksena voidaan tarkastella lineaari-
sen muunnoksen a = WX yleistimistd muotoon

¥ (a) = F(WX). (4.7)

Téssa funktiomatriisin # valinta diagonaaliseksi vastaa sité, ettd vektorin a jokaista kompo-
nenttia 2; muunnetaan erikseen ns. aktivaatiofunktiolla f;(-).

Kuinkas sopivat aktivaatiofunktiot tulisi sitten valita? Talla kuten koko tdhéanastisella pro-
sessilla on biologinen taustansa. Nimittdin 60-luvulla psykologit (erityisesti Rosenblatt) tuli-
vat sithen tulokseen, ettd aivot koostuvat pienistd yksikoistd, neuroneista, jotka niihin liitty-
vistd muista neuroneista tulevan kokonaisherétteen (jota kuvaa yksinkertaisimmillaan wx)
perusteella joko hyviksyvit ja lahettdviat herdtteensd eteenpdin (aktivoituminen) tai hylkaa-
vit sen. Matemaattisesti tdtd voitaisiin kuvata asettamalla

f(a) = {1’ 20, (4.8)

0, a<0,

joka madrittelee ns. askelfunktion.
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Ensimmadiset aivojen toimintaa jdljittelevat hermoverkot perustuivatkin askelfunktion kayt-
toon aktivaatiossa. Keskeinen tdhédn valintaan liittyva ongelma on kuitenkin askelfunktion
ei-differentioituvuus (derivaattaa klassisessa mielessa ei ole olemassa pisteessa 0), joka vai-
keutti olennaisesti tehokkaiden opetusalgoritmien kehittdmistd, silld esimerkiksi jo oppi-
miamme(?) optimoinnnin perusmenetelmid ei voitu soveltaa sellaisenaan. Siksipa askel-
funktio paatettiinkin korvata jollain sitd “muistuttavalla” siledlla (siis derivoituvalla) vasti-
neella. Matemaattiselta kannalta olennaisia ominaisuuksia sileyden lisdksi ovat aktivaatio-
funktion ei-polynomisuus ja monotonisuus: f(a) < f(b) kun a < b. Monotoonisuuden taustalla
on se luonnollinen vaatimus, ettd aktivaatiossa neuroni ei saa muuttaa saamiensa herattei-
den jdrjestysrelaatiota. Nopeasti kdytetyimmaksi aktivaatiofunktioksi (tdméa péatee tdndkin
pdivana) yleistyi logistinen sigmoidi

1

s(a) = 1—|—ex—p(—a)’

joka on pelkdstddn erikoistapaus yleisempédd muotoa olevista funktioista

1

B =1,2,... 4.
1+6Xp(—k(1), k )4y ( 9)

sk(a) =

jotka lahenevét askelfunktiota kun k — oco. Sigmoidi-tyyppisen aktivaatiofunktion valintaa
tukevat myos seka fysiologiset, aivojen neuroneilla tehdyt mittaukset, ettd jotkin luokitte-
luun liittyvit tilastolliset tarkastelut.

Toinen yleistys usein kdytetylle aktivaatiofunktiolle on ns. ‘k-tanh” funktio

_exp(ka) — exp(—ka) 2 B
— exp(ka) + exp(—=ka) 1+ exp(—2ka)

t(a) 1=2s5,(2a)— 1. (4.10)

Jatkossa tarvitsemme myos ndiden annettujen funktioiden derivaattoja, jotka ovat muotoa
5u(@) = k exp(ka)/(1 + exp(ka))* = ksi(a) (1 — s¢(a))
ja
t(a) = 4k expka)/(1 +expka))? = k(1 + t(a)) (1 — t(a)) = k(1 — t(a)?).

Naistd kaavoista on syytd huomata, ettd viimeksi annettujen muotojen kdytto laskennassa
poistaa mahdollisen nollallajako-ongelman, joka muuten saattaisi syntya. Funktioita si(a) ja
vastaavia derivaattoja eri k:n arvoille on havainnollistettu kuvassa 4.3.

Askel 4:

Askeleiden 1-3 avulla on siis saatu aikaan muunnos F(Wx). Mutta tekeeko aktivaatiofunk-
tioiden lisddminen sellaisenaan muunnoksesta varmasti epélineaarisen? Tarkastellaan siis
tapausta

0 = F(WKX). (4.11)

Koska aktivaatiofunktioilta f; vaadittiin monotonisuus, on niilld olemassa kiinteisfunktiot
f1,joille siis pétee fi(f;(a)) = f7'(fi(a)) = a. Esimerkiksi logistisen sigmoidin ké4nteisfunk-
tio on muotoa g(a) = f (1) = In(1%;), joka saadaan laskettua identiteetin f(g(a)) = a avulla
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Kuva 4.3: Funktiot si(a) (viiva) ja s;((a) (katkoviiva) arvoille k=1, ... ,5.

(tdssa voi kdyttdd apuna esimerkiksi Mathematica-ohjelmaa). Vastaavasti yleisemman funk-
tion 1/(1 + exp(—ka)) kdanteisfunktio on muotoa % In(:*). Kéénteisfunktioista muodoste-
tun diagonaalisen funktiomatriisin 7! (jolle siis patee (¥ (a)) = F(F~!(a)) = a) avulla
kaavaa (4.11) voidaan muokata muotoon

0= F(WX) & 7 o) = Wx, (4.12)

mikd vastaakin pelkdstddn lineaarista muunnosta laajennetulle datavektorille X. Taman
vuoksi verkon toiminnan epilinearisoimiseksi taytyy muunnoksia (W e) suorittaa useampia
perédkkdin, jotta operaatio sisdltdisi varmasti ainakin yhden epélineaarisen aktivaatiotason.

Naéin saadaan lopulta aikaiseksi MLP-verkko! Yleisin valinta on kédyttda pelkastdan kaksi-
kerroksista rakennetta, jolloin verkon tekemd muunnos A (x) voidaan kéytettyjen merkin-
tojen avulla ilmaista muodossa

0 = N(x) = FX(W2F'(W')).
Jatkossa tarkastelemme kuitenkin hieman yksinkertaistettua muotoilua
0= N(x) = W2F(W'x), (4.13)

joka siis sisdltdd pelkdan ensimmadisen lineaarisen muunnoksen aktivoinnin. Y114 verkon ta-

soa on merkitty yldindeksin avulla. Lisdksi huomataan, ettd 7 tarkoittaa luonnollisesti sitd,
ettd toisen tason vastaanottama muunnosvektori F(W'X) taytyy myos laajentaa 1:114 W%n
bias-termin aikaansaamiseksi.

MLP-verkon ensimmadistd kerrosta F(W'X) kutsutaan yleisesti piilokerrokseksi, koska siind
suoritettu operaatio “peittyy” verkon antamassa ulostulossa A(x) toisen kerroksen muun-
noksen alle. Kaksikerroksista rakennetta kadytetddn toisaalta sen yksinkertaisuuden ja toi-
saalta sen tosiasian vuoksi, ettd jo tdllaisen rakenteen avulla saadaan muodostettua ns. uni-
versaali aproksimaattori, joka voi approksimoida mielivaltaista kuvausta kahden vektoriava-
ruuden R” ja R” viélilld (kunhan piilokerroksessa olevien neuronien méardd kasvatetaan
aarettomaksi :-).
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MLP-verkon toteuttaminen MATLABilla

Tarkastellaan seuraavaksi MATLAB-toteutusta MLP-verkolle seki verkon tekemin muun-
nosvektorin 0 = A(x) miardamiselle.

% Initialization of the three dimensions:

% n0 for input, nl for hidden, and n2 for output.

/A

n0 = 3; nl = 4; n2 = 2;

h

% Initialization of the necessary data structures.

h

x = zeros(n0,1); wl = zeros(nl,n0+1); w2 = zeros(n2,nl+1);
hoo..

% It is now assumed that x, wl, and w2 contain reasonable values,
% which have been plugged in after the initialization.

YA

ol = wix[1; x]; ol = 1./(1 + exp(-01)); o = w2x[1; ol];

b

% Isn’t it simple?!

h

Yll4 on siis kéytetty aktivaatiofunktiona logistista sigmoidia f(a) = 1/(1 4 exp(—a)). Ylei-
semmadssd tapauksessa piilokerroksen (laajentamattoman) ulostulon o1 laskenta korvataan
valittujen aktivaatiofunktioiden soveltamisen suorittavan aliohjelman kutsulla. Tastd nah-
dadn erityisesti se, ettd MLP-muunnoksen johdossa kéytetty hankalalta kuulostava termi
‘diagonaalinen funktiomatriisi’ onkin implementoinnin kannalta "easy piece of cake’.

4.2 Miten MLP-verkko opetetaan annetun datan avulla?

MLP-verkon tekemidn muunnoksen méadrittivét siis painomatriisit W' = (w}j) ja W2 = (wlzj)
sekd valitut aktivaatiofunktiot funktiomatriisissa . Koska aktivaatiofunktiot on tapana va-
lita etukédteen (myo6s niitd voitaisiin joidenkin annettujen funktiomuotojen joukosta hakea
tehtavakohtaisesti), tdiytyy meiddn pystyd madradamaan kaikkien komponenttien w}j ja wfj
arvot verkon konfiguroimiseksi eli saattamiseksi toimivaksi. Kuinkas tdima tapahtuu?

Tahan kédytetddn opetusdataa {x;, yi}fil , Xi € R"™jay; € R, jonka avulla MLP-verkko py-
ritddn saattamaan sellaiseen tilaan, ettd A((x;) ~ y; kaikillei = 1,..., N. Verkon konfiguraa-
tion madraamiseen sovelletusta menetelmastd kdytetaan nimitysta opetusalgoritmi.

Yleisin tapa on ajatella, ettd MLP-verkon tulisi toimia siten, ettd keskimé&érin virhe A[(x;) —y;
olisi mahdollisimman pieni. Matemaattinen formulointi tille ajatukselle johtaa painomatrii-
sien W! ja W? méarddmiseen optimointitehtdvan

min J(W!, W?) (4.14)
(W,w2)
ratkaisuina, missa
1 2 1 2 1 2 a7l o 2
IWHL W) = = Y [N (x) —yil|> = 5= ) [[W? FW' %) — yi| (4.15)
2N H 2N =
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on perusajatuksen mukaisesti muodostettu kustannusfunktio.

Optimointitehtéville haluttu yleinen ominaisuus on se, ettd muuttujien arvot liikkuvat sa-
massa skaalassa. Mikéli ndin ei ole, voi kustannusfunktion gradientti sisdltdd hyvin eri suu-
ruusluokkaa olevia komponentteja, jolloin gradientti-pohjaisista optimointimenetelmista
tulee epastabiileja (ratkaisu ei pdivityksessd muutu jonkin komponentin suhteen mihin-
kadn). Tastd syystd tehtdvaan (4.14) liittyvan kustannusfunktion (4.15) “jarkevoittamiseksi”
tarvitaan opetusdatan esikdsittelyi.

Data-analyysissa erityyppiset esi- ja jdlkikasittelyt ovat hyvin yleisid, ja niitd perustellaan
mitd monimaisimmilla tavoilla. Meiddn tapauksessamme ldhtokohtana on sy6ttdd paino-
matriiseille W! ja W? vektoreita, jotka siséltdvit samansuuruisia komponentteja. Tamé saa-
daan aikaan esikdsittelemalld annetun datan {X,Y} jokainen piirre X, k =1,... 1y ja
Yi., k=1,...,n, vilille [0, 1] (k-sigmoidi aktivointi) tai [-1, 1] (k-tanh aktivointi). Esikésit-
telyn varsinainen toteutus saadaan kehittdimalld yksinkertainen lineaarinen muunnos, joka
kuvaa annetun vélin [a, b] (piirteen minimi- ja maksimiarvot) halutulle vilille [c, d]. Haluttu
muunnos p(x) = ax + @ madrdytyy yksikasitteisesti ehtojen

p@)=c ja pb)=d

avulla. Saadun verkon todellisissa tilanteissa tapahtuvaa kdyttoa varten tarvitaan myos vas-
taava kdanteismuunnos (kddnteiskuvaus), joka palauttaa verkon lapi kulkeneen, skaalatun
datan alkuperdiseen suuruuteensa.
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