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Luku 3

Optimointimenetelmien alkeita

Optimoinnilla tarkoitetaan “parhaan mahdollisen” etsimista. Jotta eri mahdollisuuksia voi-
daan vertailla ja luokitella, tarvitaan sopiva mittari - kustannusfunktio, jonka &ariarvot (mi-
nimit ja maksimit) ovat juuri haluttuja optimipisteitd. Téllaisia pisteita karakterisoivat deri-
voituvan funktion derivaatan nollakohdat. Téata on havainnollistettu alla olevissa kuvissa:

T T T 0.5 T T

& Global max 04tk

0.3

0.2

Local max

Local min —

3.1 Optimointitehtdva yleisessd muodossaan

Tarkastellaan (rajoittamatonta) minimointitehtdvéas, jonka yleinen muoto on

Vi
minimoi  J(v) missd v= | : | € R" (3.1)

V1’l
ja J on kustannusfunktio R":sta R:ddn. Oletetaan tasta ldhtien, ettd J(v) > 0 kaikille v € R".
(Huomataan, ettd jos tehtdvand on maksimoida funktio J(v), niin on yhtédpitdvad minimoida

funktiota — J(v)). Vektorin v € R" komponentit (vy, ... ,v,) ovat tehtdvaan liittyvéat varsinai-
set muuttujat eli tuntemattomat, joiden arvoja olemme maadraamassa.
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Miiiritelmi 1. Piste v* on tehtdvan (3.1) globaali minimi, jos

J(v*) < J(v) kaikillav € R".

Miiiritelmi 2. Piste v* on tehtdvan (3.1) lokaali minimi, jos on olemassa ¢ > 0 siten, ettd

J(v*") < J(v) kaikillav e R",
joille patee ||v — v*|| < 4.
HUOM: vektoriavaruudessa R" on kiytdssd Euklidinen normi ||v|| = vVvTv = (L, v%)l/ 2
Puhuttaessa aidoista lokaaleista tai globaalista minimistd, kdytetddn yo. méaritelmissa aitoja
epayhtaloita.
Muistellaan tdssd yhteydessd vield ns. Weierstrassin lausetta, joka antaa tietoa siitd, milloin
minimiratkaisu on olemassa.

Lause 1. Jatkuvalle funktiolle 7 : R” — R on tehtavalla (3.1) olemassa minimiratkaisu v*.

Télla kurssilla rajoitumme tarkastelemaan vain ns. gradientti-pohjaisia menetelmid tehtavan
(3.1) ratkaisemiseksi. Perusldhtokohtana on aluksi yleistdd yksiulotteinen derivaatan maa-
rittely moniulotteiseen avaruuteen R”, josta tehtdvan ratkaisua ollaan hakemassa. Sopivan
yleistyksen tarjoaa funktion 7 gradientti V J, jonka nollakohdista moniulotteisen funktion
ddriarvoja voidaan hakea analogisesti 1d tapaukselle. Teoreettisesti toinen perusldhtokohta
on mahdollisuus approksimoida funktiota 7 kyseisen gradientin avulla. Tédssa yleistyy moniu-
lotteiseen tapaukseen (joillekin?) tuttu yksiulotteinen differentiaalilaskennan viliarvolause:

f) =fy)+fE)x—y) jollekin¢ € (x,y)

jatkuvasti differentioituvalle funktiolle f : R — R. Téta on havainnollistettu alla olevassa
kuvassa:

15



3.2 Gradienttimenetelmien teoreettiset perusteet

Funktio 7 on differentioituva (J € C'(R")) pisteessd v, jos on olemassa vektori VJ(v) € R” ja
funktio € : R" — R siten, ettd

IW) = IV)+ VIV (@ = V) +||v—v|e(v,v - V) (3.2)
kaikilla v, missd V J(v) € R" on J:n gradientti pisteessd v ja e(v,v — v) = 0 kun v — v. Gra-
dientin komponentteja ovat osittaisderivaatat

0J(v)
ovy

VIi(v) = :
dJ(v)
ovy

ja gradientti madritelladn siis samassa tietorakenteessa kuin muuttuja v itse eli R":n vektorina.
Geometriselta kannalta katsottuna gradienttivektori on funktion 7 tangenttitason suuntai-
nen.
Funktio J on kahdesti differentioituva (J € C*(R")) pisteessd v, jos on olemassa vektori V J(v)
ja symmetrinen 7 X n -matriisi H(v), niin sanottu Hessen matriisi, ja funktio € : R" — R siten,
ettd

9W) = IW)+ VIO @ =)+ 50~ WHEOE -9 + [ - vlPelv, v -v),  (33)

missd £(v,v —v) = 0 kun v — v. Kahdesti differentioituvan funktion Hessen matriisi koos-
. . . . . 2
tuu toisen asteen osittaisderivaatoista 32% (H(v) ~ V(V I(v))T) :

Bv,'avj
8%9(v) 0%9(v)
Bv% Tt Ovq0vy
H(v) = : .
82 J(v) 0% 9(v)
ov,0vy " ov2

Jatkossa objektifunktion 7 Hessen matriisia merkitddan H:lla. Huomaa, ettd matriisin H sym-

metrisyys seuraa siitd, etta gyg? = g?g",), kaikille 1 <i,j < nkun J € C*3(R").
iUVj jYVi

Miiritelmi 3. Olkoon funktio 7 : R" = R. Vektori d € R" on funktion 7 laskeva suunta pis-
teessd v*, jos on olemassa d > 0 siten, ettd

J(v* 4+ td) < J(v*) kaikilla t € (0, 4].

Lause 2. Olkoon funktio 7 : R” — R differentioituva pisteessad v*. Jos on olemassa suunta d
siten, ettd VJ(v*)Td < 0, niin d on funktion 7 laskeva suunta pisteessa v*.

Lause 3. Olkoon funktio 7 : R” — R differentioituva pisteessa v*. Jos v* on lokaali minimi-
piste, niin V J(v*) = 0 eli v* on funktion kriittinen piste.

Ylldolevassa wvilttimittomissi (jos ..., niin ... ) optimaalisuusehdossa V 7(v*) = 0 esiintyy
siis kustannusfunktion gradienttivektori. Siksi sitd kutsutaan ensimmiiisen asteen optimaali-
suusehdoksi. Huomataan, ettd termi ensimmiiinen aste kuvaa tassa yhteydessa oikeastaan kah-
takin asiaa: gradientissa esiintyvida ensimmadisid derivaattoja sekd kaavan (3.2) sisdltamaa
virheen suuruutta, joka riippuu etdisyyden ||v — v|| ensimmadisestd potenssista.
Vilttamattomia ehtoja voidaan lausua myos funktion toisen asteen osittaisderivaatoista
muodostuvan Hessen matriisin avulla. Téllaisia optimaalisuusehtoja kutsutaan toisen asteen
optimaalisuusehdoiksi, ja tassd jalleen termi toinen aste viittaa sekd toisen asteen derivaattoihin
ettd kaavan (3.3) sisdltiméaan virheeseen, joka riippuu etdisyyden ||v — v|| neliosta.
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Lause 4. Olkoon funktio 7 : R" — R kahdesti differentioituva pisteessd v*. Jos v* on lokaali
minimipiste, niin VJ(v*) = 0 ja Hessen matriisi H(v*) on positiivisesti semidefiniitti. Jos
VJ(v*) = 0 ja Hessen matriisi H(v*) on positiividefiniitti, niin v* on aito lokaali minimipiste.

3.3 Perusalgoritmi

Gradientti-pohjainen optimointimenetelma yleisen minimointitehtdavan (3.1) ratkaisemisek-
si noudattaa seuraavaa iteratiivista algoritmia:

Algoritmi 1.
1. Valitse aloituspiste v°. Aseta iteraatiolaskuri k = 0.
2. Generoi laskeva suunta d*.
3. Laske askelpituus t* siten, ettd 7(v* + t*d*) < 9(v¥).
4. Aseta vt = vk 4 thdk.
5. Lopetustesti. Jos jatketaan, aseta k = k 4 1 ja mene kohtaan 2.

Algoritmin lopetustestina voi kdyttda esim. seuraavia mittareita, jotka kaikki vaativat sopi-
van toleranssin € > 0 asettamista etukéteen:

e kriittinen piste: ||VI(vF*)|| <.

e ratkaisun muutos: |v¢* — v¥|| = t]|d¥|| < e.

I — () -
max(3, IR, vy S & missdd > 0.

Useissa kdytdnnon toteutuksissa askeleen 2. laskeva suunta d* normeerataan asettamalla
d* = d*/||d*||. Huomataan, ettd tdma vaatii oletuksen d* # 0, ja usein askeleen 5. lopetustesti
suoritetaankin jo askeleen 2. yhteydessa, koska kaikki ylldannetut lopetuskriteerit “laukea-
vat” kun hakusuunnasta tulee tarpeeksi lyhyt. Algoritmista 1 voidaan vield huomauttaa,
ettd kdytdnnossa askeleet 3. ja 4. tehdddn yhtédaikaisesti eli uusi ratkaisun kandidaatti vt
péivitetdan jo valmiiksi askelpituuden maaramisen yhteydessa turhien laskentaoperaatioi-
den vilttamiseksi.

o kustannuksen muutos:

Ohitetaan tdssd yhteydessa ns. konvergenssitarkastelut (16ytaako algoritmi minimin vai ei?)
toteamalla, ettd jos pystymme joka iteraatiolla aidosti pienentdméadn alhaalta rajoitetun kus-
tannusfunktion 7 arvoa, meidéan tiytyy paasta lokaalin “kuopan pohjalle” darellisen monella
iteraatiolla. Menetelmén tehokkuus maaraytyy siitd, kuinka kauan tdhan prosessiin kuluu
aikaa. Siten suoritusajassa kertautuu yhden iteraation laskennallinen vaativuus niiden lu-
kumadédran kanssa.

3.4 Askelpituuden mairaaminen

Oletetaan, etta laskeva suunta d* on saatu generoitua kuvan 3.1 mukaisesti. Tarkastellaan
seuraavaksi muutamaa yksinkertaista tapaa maarata sopiva askelpituus t*. Peruslahtokoh-
tana on tarkastella laskevan suunnan suhteen yksiulotteista minimointitehtavaa

min J(v* + td*) = j(t), (3.4)
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Kuva 3.1: Funktio ja sen laskevia suuntia.

missd I on askelpituudelle ennalta maaratty hakuwili, joksi yleenséa valitaan I = [0, 1] (kon-
veksisuuden vuoksi).

Periaatteessa tehtdva (3.4) voidaan ratkaista milld tahansa yksiulotteisella minimointitek-
niikalla, joita ovat esimerkiksi erilaiset hakuvalid systemaattisesti pienentavit (puolitusme-
netelmd, regula-falsi, kultainen leikkaus ...) menetelméat. Minimointimenetelméaéa valittaes-
sa tulee kuitenkin huomioida se, ettd prosessi joudutaan toistamaan jokaisella iteraatiolla.
Lisdksi yleensd monimutkaisten kustannusfunktioiden yhteydessa funktion arvon laskemi-
nen annetussa pisteessd voi olla kallista eli paljon aikaavievda. Taméan vuoksi yleinen stra-
tegia on korvata tehtdavan (3.4) tarkka ratkaiseminen jollakin yksinkertaisella menetelmal-
14, jolla saadaan nopeasti laskettua “tarpeeksi paljon” kustannusfunktion arvoa pienentava
seuraava ratkaisuehdokas vF*!.

Seuraavaksi kdydaan pintapuolisesti lapi muutama yksinkertainen ja yleensa kohtuullisen
nopea perustekniikka askelpituuden * = t* maaraamiseksi:

e Kiinnitetty askelpituus: Valitaan etukéteen jokin askelpituus 0 < t* < 1, jota kédyte-
tddn koko ajan. Sopiva valinta riippuu tdysin tehtdvan luonteesta ja erityisesti suun-
tavektorin d* “hyvyydestd”, mutta usein kdytettyjd arvoja ovat esimerkiksi valinnat
t*=0.01, 0.05, 0.1.

e Kvadraattinen interpolaatio: Approksimoidaan funktiota j toisen asteen polynomilla
j(t) = p(t) = at* + bt + ¢, jonka derivaatan nollakohdasta p'(t) = 2at + b = 0 saadaan
askelpituuden arvo t* = —b/(2a) kun a # 0.

Polynomin méaradvien reaalilukujen 4, b ja ¢ etsimisessd kdytetddn yleensd kahta eri
perusmenetelmad. Ensimmadisessad tavassa kdytetddn kustannusfunktiolle laskettuja
arvoja kolmessa eri pisteessd, esimerkiksi

to=0: jo = J(v")
h=31: ji=Jv+3-d
b=1: jp=JW+1-d

Toisen asteen polynomi, joka kulkee kolmen pisteen (t;, j;), i = 1,2,3, kautta méaéara-
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tddn ratkaisemalla lineaarinen yhtédloryhma

a0>+b0+c = jo

a L 2—|—bl—|—c = j
7 2 - ]1 ’
al>+bl+c = j,

jonka ratkaisusta
c = jo
a = 2(jo—2j1+ j2)
b = =3jo+4j1—)>
* — SBjo=4nth
saadaan t* = 4(].2_2].1 -
Jos pisteessd v€ on laskettu kustannusfunktion arvon j, = J(v¥) lisdksi gradientti
V J(v%), voidaan polynomin maaraamisessa kayttad myos tata tietoa hyviksi. Tata var-
ten arvioidaan yksiulotteisen funktion j(t) derivaattaa pisteessd t, = 0 kaavan (3.2)
avulla:
k1 dk) — 9(vF
—
_ lim I + VIVHTVE + tdx — vF) + ||vE + tdF — vE||e (vF, vF + tdF — vF) — 9(vF)

t—0 t

tV IR TdE + t||d¥||e (v, td¥)

= lim

t—0
= VI(vhTd~.

(3.5)

Kun nyt valitaan jokin 0 < #; < 1 ja lasketaan sitd vastaava kustannusfunktion arvo
j1 = J(vk+ t,d¥), saadaan polynomin kertoimet kaavoista (j'(0) = bja at? + bt; +c = j;):

c = j()
h = ](Vk)Tdk
jl — btl —Cc
a = tiz
1

Lopuksi huomataan, ettd jos a < 0 niin kvadraattisen funktion kuvaaja aukeaa alas-
pdin, jolloin derivaatan nollakohta viittakiin maksimiin eikd minimiin. Jos ndin kay;,
taytyy polynomin mddrddmisvalid I = [0, 1] muuttaa, esimerkiksi voidaan valita I =
[0, %], jolloin funktion j arvo tarvitsee laskea yhdessd uudessa pisteessé f = i ja pro-
sessi (paraabelin méddrddaminen) voidaan toistaa alusta tédlld uudella valilla.

Kuutiollinen interpolaatio: Kuten kvadraattinen, mutta polynomiksi valitaan kol-
mannen asteen polynomi, jonka madaradmiseksi tarvitaan funktion j arvot neljdssa pis-
teessd tai funktion ja sen gradientin arvot kahdessa pisteessa (kaava (3.5) patee myos
muille pisteille kuin ¢y = 0). Muuten prosessi on vastaava kuin edella.
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Seuraava algoritmi, johon on lisédtty kaikenlaisia hyodyllisié tarkistuksia, suorittaa askelpi-
tuuden madraamisen kvadraattisen interpolaation avulla:

Algoritmi 2.

-1. Oletetaan, etta kutsussa aliohjelmaan vilittyvat nykyinen vektori v, suuntavektori d
sekd kustannusfunktion arvo j = J(v) ja gradienttivektori g = V J(v).

0. Alusta parametrit e > 0 (esim. e = 107°) ja ¢ > 0 (esim. ¢ = 0.05), jotka kontrolloivat uu-
den pisteen hyvédksymistoleranssia ja askelpituuden pienenemista. Laske acc = €||d||
jaasetat =1.

1. Laskeu =v+tdja ju = J(u).Jos ju < j—t-acc,asetav=ujaj= ju. RETURN.

2. Laskeb=gl'djaa=ju—j—b-t.Josa < &2, asetaa = c- t, muuten asetaa = —t* - b/(24).
Josa<etaia>(1—c)t,asetaa =c-t.

3. Laske u =v+adja ju = J(u). Jos ju < j—a-acc, asetav=uja j = ju (askelpituudeksi
t tuli a). RETURN.

4. Asetaa=c-a.Laskeu=v+adjaju=J(u).Jos ju > j—a-accjaa > ¢, toista askel 4.

5. Josa > ¢, aseta v=uja j = ju (askelpituudeksi f tuli ), muuten t = 0. RETURN.

3.4.1 Laskevan suunnan mairaaminen

Lauseesta 2 seuraa, ettd jos Algoritmi 1 ei ole vield 16ytanyt kriittistd pistettd V J(vF) = 0,
antaa —V J(v") halutunlaisen laskevan suuntavektorin:

—VIV)VIE) = —||VIEY|?* < 0.

Edelleen voidaan osoittaa, ettd kyseinen vektori —V J(v¥) osoittaa kustannusfunktion jyr-
kimmiin laskun suuntaan pisteessd v¥ (eli suuntaan, jossa arvo pienenee nopeimmin) sisél-
tden siind suhteessa parhaan mahdollisen informaation (siis suunnan, ei valttamatta pituu-
den suhteen). Kuvan 3.1 laskevat suunnat ovat muuten juuri havainnollistetun funktion
(diskreettejd) negatiivia gradienttivektoreita.

Ns. Newtonin menetelmiissii, jossa kiytetdan hyviksi Hessen matriisin H(v") sisdltdméa toisen
asteen informaatiota funktion 7 kaareutumisominaisuuksista, ratkaistaan suuntavektori d*
lineaarisesta yhtaloryhmasta

H()d" = —V (V) = —g* (3.6)

k+1 — vk _ S5
=X f"(xk)

matriisi H(v¥) on positiividefiniitti (jolloin myos [H(v¥)]~! on SPD), saadaan maéritelmén
mukaisesti

(vrt. yksiulotteiseen iterointikaavaan x yhtdlon f'(x) = 0 ratkaisemiseksi). Jos

VI = —g! ()] gf <0

eli saatu suunta d* on edelleen laskeva. Ongelmina Newtonin menetelméssa ovat vaikeiden
ja monia muuttujia siséltdvien kustannusfunktioiden tapauksessa Hessen matriisin H(v*)
analyyttinen laskeminen seké lineaarisen yhtidloryhmadn muodostamisen ja ratkaisemisen
vaatima suoritusaika.
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Taman vuoksi usein pyritddnkin vain muodostamaan jonkinlainen helppokayttdinen aprok-
simaatio tarkan Hessen matriisin sijasta. Nditdi menetelmid kutsutaan yleisesti ns. kvasi-
Newton menetelmiksi. Télld hetkelld suosituin variantti on ns. BFGS-kaava (Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno), jossa Hessen matriisin kdénteismatriisia D¥ = (H(v)) ! arvioi-
daan iteratiivisella kaavaplajaytyksella

TDk T Dk T_|_ (Dk )T
Dk+1 :Dk+ <1_|_ q. - q) pTP _ qp Tp q , (37)
P q P q P q
missa
— Vk+1 . Vk,
oq = g (3.8)

Kéaytannossa yo. pdivityskaava lisdtddn perusalgoritmiin omaksi askeleekseen, joka tapah-
tuu varsinaisen ratkaisun muuttamisen vf —s v**! jalkeen. Menetelmé vaatii symmetrisen
ja positiividefinittisen alkuarvauksen D" antamisen, joksi yleensi valitaan identtinen mat-
riisi I. Lopuksi, koska kvasi-Newton kaavoissa Hessen matriisin kddnteisen aproksimaatio
kasautuu iteraatioiden aikana, tekniikasta kéytetdan yleensi versiota, jossa matriisi DX alus-
tetaan uudelleen D° :ksi jonkin sopivan iteraatiotoleranssin tullessa tdyteen (esim. joka 20.
iteraatio).

Mainitaanpa lopuksi lyhyesti vield Levenberg-Marquart -niminen tekniikka ns. PNS-
tehtdvien (Pienimmé&n-Nelio-Summan) ratkaisemiseen. Optimointitehtdva on PNS-tehtavissa
muotoa

1m 1 e1(v)
minimoi J(v) = 5 Zei(v)2 = EE(V)TE(V), missa E(v) = : (3.9)
i=1

eu(v)

on ns. virhevektori. Suoralla laskulla ndhd&an, etta funktion J(v) 1. derivaatta saadaan muo-
toon:

1
VIv)=V(5 Y eiv)) =) Veiv) - ei(v) =J(v)" E(v), (3.10)
missa J(v) on ns. Jacobin matriisi
deq(v) Oeq(v)
6v1 e (9Vy,
Jv)=1 .1 | €R™" (3.11)
dey(v) dey(v)
v, "t v,

Nyt hakusuunta maarataan ratkaisemalla lineaarinen yhtaloryhma
JOHJE) + 4 dE = ()T EW, (3.12)

missd symmetrinen matriisi J(v¥)” J(v¥) muodostaa osan minimointitehtdvin (3.9) Hessen
matriisista (tim&d ndhd&dan laskemalla toinen derivaatta kaavan (3.10) avulla). Reaalipara-
metrin p* > 0 tarkoituksena on toisaalta taata kd&nnettdvan matriisin ei-singulaarisuus ja
toisaalta rajoittaa saatua askelpituutta. Parametrin valintaan ei puututa timadn enempad,
mutta todetaan lopuksi kuitenkin, ettd p*:n jarkevilla valinnalla voidaan joissain tapauk-
sissa aikaansaada (rivakastikin) konvergoiva algoritmi, joka ei vaadi erillistd yksiulotteista
minimointia.
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