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Luku1

Johdanto

1.1 Mika on MATLAB?

MATLAB (Matrix Laboratory) on ldhtokohdistaan, sekalaisesta seurakunnasta lineaari-
algebrallisia aliohjelmia, laajentunut tdysiveriseksi ohjelmankehitysymparistoksi. Nykyi-
sin yhteen ja samaan pakettiin integroituu erittdin kattava joukko valmiita laskentarutii-
neja (aliohjelmia), monipuoliset graafiset ominaisuudet, sekd tarvittaessa myos normaalit
(alemman tason) ohjelmointikielen perusrakenteet. Valmiita aliohjelmia 16ytyy mm. data-
analyysiin ja tiedon visualisointiin, numeeriseen ja symboliseen laskentaan seka erityi-
sesti sovellusohjelmointiin, prototyypitykseen, simulointiin ja graafisten kayttoliittymien
rakentamiseen. Lisdksi MATLABin kdytettavyyttd voi lisdta linkittdmalld siihen omia, C-
tai Fortran-kielisid (ali)ohjelmia. MATLABin valmiiden aliohjelmien toteutukset ovat myos
avoimesti saatavissa ja niitd voidaan siten kopioida ja muokata tilanteen mukaan.

Ympariston monipuolisuus mahdollistaa MATLABin kdyton hyvin erilaisista lahtokohdis-
ta, erityyppisten (laskenta)algoritmien prototyypityksesta aina valmiiden, esimerkiksi graa-
fisilla kayttoliittymilld varustettujen sovellusten tuottamiseen ja kaupallistamiseen. Tédssa
suhteessa (korvausta vastaan) saatavilla oleva ominaisuus konvertoida MATLABin avulla
kehitetyt sovellukset suoraan C/C++ koodiksi mahdollistaa alustariippumattomien toteu-
tusten tekemisen. Lisaksi my6s mahdollinen asiakas vilttyy hankkimasta koko kyseisen oh-
jelmiston kayttolisenssid voidakseen hyodyntdd tehtya tyota.

MATLABiIn perusympadristod tdydentdvit erilaiset “tyokalupaketit” (toolboxes), joita voi-
daan hankkia tarpeen mukaan. Olemassaolevia laajennuksia 16ytyy mm. viestintd- (Com-
munations) ja kontrollijarjestelmien (Control Systems, e.g. LMI Control, QFT Control De-
sign, Robust Control), symbolisen matematiikan (Extended Symbolic Math), taloustietei-
den (Financial), sumean logiikan (Fuzzy Logic), spektraalianalyysin (Higher-Order Spect-
ral Analysis), kuvankasittelyn (Image Processing), neuroverkkojen (Neural Networks), opti-
moinnin (Optimization), osittaisdifferentiaaliyhtaldiden (Partial Differential Equations), sig-
naalinkasittelyn (Signal Processing) ja tilastotieteen (Statistics) tarpeita varten. Koska luento-
jen pitdjdlle ei makseta korvausta MATLABin mainosmiehend olemisesta (jos maksettaisiin,
niin en kai mind sitd ddneen huutelisi!), 16ytyvat tarkemmat selostukset oheismateriaalei-
neen MathWorksin kotisivulta http://www.mathworks.com/(products/matlab/).



1.2 Mihin MATL ABia kdytetaidn tdlld kursilla?

Kurssin ldhtokohtana on liittdd MATLABin kadyttoon perehtyminen konkreettiseen pro-
totyypitysongelmaan: Kuinka opetan ja konfiquroin hermoverkon? Hermoverkoista (neural
networks) on tullut viime vuosina erds keskeinen elementti ns. Laskennallisesti dlykkai-
den jarjestelmien -nimelld (Computationally Intelligent Methods, Soft Computing) kulke-
vien tekniikoiden joukossa. Perusldhtokohtana on opettaa reaalimaailman dataa hyvaksi-
kayttaen verkko-tietorakenteelle tuntematon kuvaus, joka liittdd mitattujen input-output
(sisddn-ulos) -muuttujien arvot toisiinsa.

Sovellusohjelmointi MATLAB-ymparistossa -kurssin tavoitteena (mik&an ei takaa, ettd tavoi-
te saavutetaan, mutta konstruktivistisen oppimiskédsityksen mukaan prosessi on tairkeampi
kuin lopputulos :-) on tutustua siihen osaan MATLABIa, jota tarvitsemme sovellusongel-
mamme prototyypittdmiseen. Keskeinen osa kurssin sisédltdd on toimia siten, ettd eri osa-
ratkaisuja kehitettdessd meilld on aina mahdollisuus rakentamamme osakokonaisuuden oi-
keellisuuden verifiointiin. Yksinkertaisimmillaan (mikéli projektin aikataulu antaa myoten
;-) tdmd onnistuu, jos meilld on mahdollisuus testata rakentamamme palaset vertaamalla
niitd vastaavan ongelman toiseen toteutukseen. Voidaksemme ldhted kulkemaan meille vii-
toitettua, osin tuntematonta polkua verkko selissimme, meidan tulee hallita MATLABista
ainakin seuraavia piirteita:

e matriisien méaaritys ja lineaarialgebran perusoperaatiot
e optimointimenetelmien perusteet ja niiden toteuttaminen
e datan kasittelyn perusteet

e kaikissa vaiheissa, operaatioiden ja algoritmien havainnollistaminen ja visualisointi =
GRAFIIKKA

1.3 Kayton perusteet

MATLAB toimii perustilassaan komentotulkkina, joka suorittaa komentorivilla annetun kas-
kyn mukaisen toiminnan. Peruskdytté rakentuu yleensd omien makrotiedostojen (.m-file)
ajamisten ympadrille. Parhaiten kdyttoon pédadsee kiinni tutustumalla valmiisiin esimerkkei-
hin intro/demo sekd erityisesti kattavaan valikoimaan kayttdjdlle suunnattuja helppeja:
help, helpwin, doc, helpdesk, lookfor. Peruskdyttdon tutustuminen ja sen harjoittelu
on aiheena kurssin ensimmadisissa harjoituksissa.

1.3.1 Matriiseista ja vektoreista

Kuten nimestd saattaa nokkela lukija jo epailld, MATLABin perustietorakenne on matriisi:

an di2 ... Qim
a1 dyp ... Ay

A= | 7 0 T erm, (1.1)
an1 A2 . Apm

Matriisin sisdltdmid yksittdisid reaalilukuja a;; kutsutaan sen komponenteiksi ja MATLABin
tallennusmuoto ndille kuten kaikille muillekin luvuille on tuplatarkkuus double precision
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Kuva 1.1: Funktion kuvaaja: h = 0:0.05:1; [x y] = meshgrid(h); z = sin(2*pi*x).*cos(4*pi*y);
mesh(x,y,z);

(saa ndkyviin muuttamalla komentilassa tulostusformaatiksi format long). Matriisi A voi
esittdd vaikkapa lineaarisen yhtaloryhman

anxy+ ...+ awmx, = n
+...4+4 1 =i & Ax=y
amx1+...+amx, = Yn

kerroinmatriisia A € R™*". Jos kyseista matriisia A ajatellaan pelkéstdan tietorakenteena, se
ei ole mitddn muuta kuin kaksiulotteinen taulukko, jossa on n rivid ja m saraketta. Siten
matriisin jokaiseen komponenttiin 4;; voidaankin liittdd esim. jonkin funktion a(x,y) arvo
laskettuna annetuissa ns. hilapisteissii (x;,y;) € R*:

a(xi,y1) .. a(Xy, Y1)
A: : . :

a(x1, ym) e a(xna ym)

Vastaavasti my0s kaytettyjen hilapisteiden koordinaatit voidaan esittda tasmaélleen saman-
laisissa rakenteissa

X1 ... Xy Vi ... W1

X1 ... Xy Ym ~ov Ym

Kun ndma kolme taulukkoa “pinotaan pédillekkdin”, saadaan maéériteltyd n x m-kappalatta
R3:n pisteitd, joiden avulla funktion a(x, y) kuvaaja voidaan piirtdd nikyviin kuvan 1.1 esi-
merkin mukaisesti. Tasmaélleen samalla tavalla voidaan méaarata myos esim. rgb-arvot, jotka
liittavat kuhunkin pisteeseen jonkin vérin ja siten mahdollistavat varikuvien piirtdmisen ja
kasittelyn.

Matemaattiselta kannalta matriisit ovat ns. lineaarikuvauksia. Kuten kaikille kuvauksille, tay-
tyy meilla tilloin olla olemassa jokin sopivanmuotoinen alkio johon kuvauksia voidaan so-
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veltaa. Matriiseille timmoistd alkiota kutsutaan vektoriksi. Matriisille A € R"*™ sopivanmuo-
toinen kaveri on vektori x € R” = R"*!, koska kuvaus matriisi(vektori) maaritellian muo-

dossa
m

y:AX =4 Yi= Zﬂ,‘]‘x]'.
j=1

Tasta nahdaan, ettd matemaattisesti matriisi A on siis kuvaus A : R” — R” avaruudelta R”
avaruudelle R". Luennollisesti vektori itsessddn on vain erikoistapaus matriisista.

Merkinnoistd: enemman tai vihemmaén johdonmukaisesti pyrimme merkitsemaén reaalilu-
kujasymboleillaa, b,c,...,w,x,y,z,.... Vektoreille kiytetdan merkinttjd a,b,c,... ,w,x,y,
z, ... ja matriiseihin viitataan symboleilla A,B,C,... , W,X,Y,Z,....

Tietorakenteena (pysty)vektorit a,x € R” = R"*! eivit ole taaskaan mitddn muuta kuin yk-
siulotteisia taulukoita, joihin voidaan esimerkiksi tallettaa jonkin funktion a(x) arvot seka
pisteet, joissa arvot on laskettu:

a(x1) X1
a= : ja x=

a(xy,) Xn

Kun nadmé kaksi listaa liitetddn yhteen, saadaan méériteltyd n-kappalatta R%n pisteitd, joi-
den avulla funktion a(x) kuvaaja voidaan piirtdd nakyviin.

Matemaattisina otuksina matriisit tdiydentyvat, kun niille maaritellaan tarvittavat laskutoi-
mitukset sopivalla tavalla (vrt. luokka ja metodit):

Transpoosi: B = A" & b;;=a; (MATLAB b=a’).

Skalaarilla kertominen: B =tA & b;; = ta;; (MATLAB b=tx*a).
Yhteenlasku: C=A+B & ¢;; =4a;;+b;; (MATLAB c=a+b).
Kertolasku: C = AB & c¢;j = Y ayxbr; (MATLAB c=axb).
Komponenttien kertolasku: c;; = a;;b;; (MATLAB c=a.xb).
Komponenttien osamdiri: c;j = a;;/b;j (b;j # 0) (MATLAB c=a./b).

Kiinteismatriisi: B=A"! & BA = AB=1 (MATLAB b=inv(a)). HUOM: tietenkin sill4
edellytykselld, ettd kddnteismatriisi A~' on olemassa eli ettd matriisi A on kdiintyvii

(det(A) # 0).

Yhtiléryhmien ratkaisut: (vasen kddnteinen) Ax =y & x= A"y (MATLAB x=a\y), (0i-
kea kddnteinen) xA =y < x=yA™! (MATLAB x=y/a). HUOM: MATLAB toimii no-
peammin ja tarkemmin kun em. yhtdloryhmaét ratkaistaan annetuilla kaskyilla eika
pelkdstddn kertomalla vektoria y kddnteismatriisilla inv(a) oikealta tai vasemmalta.
K&danteismatriisin muodostamiseen inv-komennolla kdytetddn ennalta maarattya al-
goritmia, kun taas ratkaisukdskyihin \ ja / liittyen MATLAB etsii matriisin A ominai-
suuksista riippuen “omasta mielestdan” parhaan tavan ratkaista annettu tehtava.



Ylldolevista méaritelmistd on syytd huomata, ettd koska matriisilla 1ahtokohtaisesti tarkoi-
tetaan matemaattista kuvausta, tarvitaan vastaavan rakenteen kisittelemiseksi taulukko-
na erilliset méadritelmaét ja niitd vastaavat symbolit taulukkotyylisille komponenttien ker-
tolaskulle ja osaméaralle. Esimerkiksi Kuvan 1.1 tapauksessa piirtdiminen aloitetaan luo-
malla vektori 1 € R (silld, onko kyseessd vaaka- vai pystyvektori, ei ole tdssi vaihees-
sa merkitystd, koska todellisuudessa ollaan késittelemdssa vain taulukoituja lukuja), jon-
ka avulla sitten generoidaan 2d-hilapisteet matriiseihin/taulukoihin, joiden komponent-
tien avulla lopuksi lasketaan halutun funktion arvot kolmanteen samankokoiseen matrii-
siin/taulukkoon. Ja eikun piirtdimdén...

1.3.2 Matriisien ominaisarvoista ja -vektoreista

Matriisien ja vektoreiden kanssa puljaamisen veryttelemiseksi tarkastellaan toivottavasti
mahdollisimman monelle ennestdan tuttuja juttuja.

Matriisin A € R"*" sanotaan olevan symimetrinen, jos AT = A. Symmetrisen matriisin kdan-
teismatriisi A~! on myos symmetrinen, silla

T_RTAT
A(A—I)T — AT(A—l)T (AB) ;B A (A—lA)T — IT — I,

josta seuraa (kertomalla vasemmalta matriisilla A™') (A™1)" = A~

Neliomatriisin A € R"™" ominaisarvot { \¢} ovat reaalilukuja ja ominaisvektorit {u} (ux # 0)
R™:n vektoreita, jotka yhdessa toteuttavat seuraavan yhtalon

Auk:)\kuk k:1, , 1. (12)

Téstd seuraa vilittomasti (kertomalla identiteetti molemmilta puolilta A~ :114) hyddyllinen
tulos (jota ei siksi varmaankaan tarvita tilla kurssilla :-) A~'u, = 1/ A\juy, joka liittdd matriisin
ja sen kddnteismatriisin ominaisarvot ja -vektorit toisiinsa. Yhtdlo (1.2) voidaan kirjoittaa
myos matriisimuodossa

AU = [AU1 Au; ... Al.ln] = [)\1111 )\2112 e )\nun] = UD, (13)
missa
A0 .0
0 X ... O
D =Diag(Ai,...,A)=| . . . . ja U=[w u ... uy (1.4)
0O ... 0 M\

Yht&losta (1.2) saadaan
ujTAuk = ujT/\kuk = )\kujTuk ja u,;FAuj = /\ju,fuj, (1.5)
josta, kun A on symmetrinen, seuraa (u]-TAuk =u/A'u jja u]-Tuk =uju b
(A = Ajuju =0. (1.6)

Siispé, jos Ay # A, tdytyy olla u].Tuk = 0, joka tarkoittaa sitd, ettd ominaisvektorit u;ja uy, j #
k, ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa eli ortogonaalisia. Tamén lisdksi ominaisvektoreiden
pituus skaalataan yleensa ykkoseksi asettamalla uy/||ug||, jolloin pétee

T S 1)j:k)
“f“k_‘slf_{ 0, j#k.
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Tallaisia (ominais)vektoreita kutsutaan keskendan ortonormaaleiksi. Ominaisvektorit sisalta-
van matriisin U suhteen tima merkitsee sitd, ettd

Uy
U'u=|:|[m ... u]=1=0UU", (1.7)
iy
missa I on identtinen matriisi
1 0 .0
0 1 . 0
I= 0 = Diag{1,...,1}.
0 0 1

Talloin sanotaan, ettd matriisi U on unitaarinen, jota merkitdaan U € Unit(n).
Matriisiesityksestd (1.3) ja identiteetistd (1.7) seuraa, etta

UTAU=U"UD=D & A=UDU". (1.8)

Téatd operaatiota kutsutaan matriisin A diagonalisoimiseksi. Yleisemmin pétee tulos, jonka
mukaan mv. nelidmatriisi A voidaan esittdd muodossa A = UTU’, missd T on ns. yla-
kolmiomatriisi (t;; = 0 kun i > j). Diagonalisointikaavan (1.8) mukaisesti voidaan matrii-
sille A madritelld neligjuuri kaavalla A? = UD2U7, silli méritelmain perusteella saadaan
(A2)2 = (A2)TA: = UD:UTUD:U’ = UDU” = A.

Ominaisvektorimatriisin U avulla voidaan annettu vektori x muuntaa uudeksi vektoriksi y

asettamalla y = U’x. Kayttdmélld uudelleen kaavaa (1.7) ndhdéén, ettd ndin méaritellyssa
muunnoksessa alkuperédisen vektorin Euklidinen pituus sdilyy samana:

Iyl =y"y = U U'x =x"UUx =x"x = ||x||*.

X’{ X2

Vastaavasti myos kahden vektorin x;, x, vélinen kulma cos(6(xy, x;)) = el

noksessa samana, silla

sdilyy muun-
| Yy

y1y2 = (U'x)"Ux, = x{ UUX, = x{ ;.

Lopullinen tulkinta on siis se, ettd vektorin kertominen matriisilla U’ suorittaa kdytetyn

koordinaatiston rotaation, esim. { [(1)} , [O] } VR { {(ﬂ , [_01} } _

1
Matriisin A avulla voidaan méaéritelld reaaliarvoinen, ns. kvadraattinen muoto

I(x) = x"Ax.

Matriisin A = AT sanotaan olevan positiividefiniitti (positiivisesti semidefiniitti), jos kvad-
raattinen muoto x’Ax > 0 (> 0) kaikille x # 0. Geometrinen tulkinta tilanteelle saadaan
kiyttamalla jalleen muunnosta y = U’x ja jo tutuksi tullutta temppuilua matriisin U omi-
naisuuksilla:

n

n 2
x"Ax = x"UUTAUUx = y"U"AUy = y'Dy = ¥ \y2 = ) — 5. (1.9)

i=1 k=1 ()\k%)2




eometrisesti tima tarkoittaa sitd, ettd muunnetussa koordinaatistossa U ey (e :t ovat alku-
G trisesti tama tarkoitt itd, etta t koordi tist U’ t talk
perédisen koordinaatiston kantavektoreita) kvadraattinen muoto maérittdd n-ulotteisen hy-

perellipsin, jonka padakseleiden pituudet ovat verrannollisia )\k_% :een. Lisdksi kaavasta (1.9)
ndhdédn, ettd symmetrisen ja positiividefiniittisen (lyh. SPD) matriisin A kaikki ominaisar-
vot )\, ovat positiivisia.

Jos matriisi A € R"*" ei ole nelidmatriisi (n # m), kaavaa (1.8) vastaa ns. singulaariarvohajo-
telma:

A=USV' & U'AV=S, (1.10)

missd U € Unit(m) ja V € Unit(n). Matriisi S on muotoa
D 0
=[o 3l
missd D € R™" on diagonaalimatriisi, joka sisdltad r kappaletta matriisin A positiivisia sin-
gulaariarvoja s, Sy, ..., S,. Tdssd r on matriisin A ranki, joka ilmaisee matriisin sisdltdmien
lineaarisesti riippumattomien vektoreiden dimension. Singulaariarvot sy, ..., s, ja matrii-
sit Vja U liittyvit ominaisarvotehtivin ATAv = Av & ATAV = VD ratkaisuun seuraavan
ketjun mukaisesti: VIATAV =D & (AV)!AV=D & U’AV=D & A =UDV' missi
U = AV. Siis, jos U = AV :sta tulee unitaarinen (niinkuin tapahtuu) ja sekd U :n ettd D :n

dimensiot “laajennetaan” sopiviksi, antaa yo. ketju perustan singulaariarvohajotelman kon-
struktiolle.



