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1 Johdanto

Jules Verne kuvaili vuonna 1864 ilmestyneessé science fiction -romaanissaan
kolmen tutkimusmatkailijan laskeutumista maapallon sydvereihin Islannissa si-
jaitsevan tulivuoren kraaterin kautta. Vernen visioista monet ovat toteutuneet,
mutta maapallon keskipisteessd ihminen ei ole viela kidynyt. Maapallon raken-
teesta voidaan kuitenkin saada tietoa epédsuorasti erilaisten mittausten avulla.
Tuntemattoman kohteen (kuten maapallon sisuksen) ominaisuuksien maaritté-
minen epdsuorien mittausten avulla voidaan usein esittda matemaattisena kian-
teisend ongelmana eli inversio-ongelmana.

Téssa artikkelissa kuvaillaan matemaattisia menetelmia, joiden avulla esi-
merkiksi maapallon rakenteesta voidaan yrittda saada tietoa. Téallaisen mene-
telmien taustalla on usein erilaisia sddemuunnoksia, joiden matemaattisessa tul-
kinnassa analyysi, geometria ja dynaamisten systeemien teoria kohtaavat kieh-
tovalla tavalla. Aiheen kisittely on hyvé aloittaa esimerkilld, joka on useimmille
tuttu: jos tutkittava kohde on ihminen, niin ladketieteesséd tavanomainen kei-
no hankkia tietoa ihmisen siséltd on on ldpivalaista ihminen rontgensateiden
avulla.

2 Rontgenkuvaus

Rontgenkuvaus eri muodoissaan on térked ja yleinen diagnostinen toimenpide
nykyaikaisessa ladketieteessd, ja menetelmé on jokapaiviisessa kaytossd myos
lentomatkustamisen yhteydesséd suoritettavassa kdsimatkatavaroiden lépivalai-
sussa. Tietokonetomografiakuvaus, eli amerikkalaisista sairaalasarjoista tuttu
"CAT scan”, pystyy tuottamaan huomattavan tarkkoja kuvia esimerkiksi aivo-
jen rakenteesta ilman péikalloa avaavaa leikkausta.
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Kuva 1 (Samuli Siltanen): Rontgensiteet mittaavat attenuaatiosummia.

Minké&laista matematiikkaa tietokonetomografiaan sitten liittyy? Rontgen-
siteet koostuvat korkeaenergisista fotoneista, jotka kulkevat ihmisen lapi oleel-
lisesti suoria viivoja pitkin. Thmisen eri kudokset absorboivat sdteen fotoneja
tavalla, jota kuvataan attenuaatiokertoimilla. Rontgensiteiden avulla voidaan
mitata attenuaatiokertoimien summia eri suoria pitkin (kuva 1). Kuvassa 2a on
merkitty neliGnmuotoisen kuvattavan kappaleen attenuaatiokertoimien vaaka-
suorat summat, pystysuorat summat ja lavistdjan suuntaiset summat.

Tietokonetomografian suora ongelma on: jos kudos eli attenuaatiokertoimet
tunnetaan, mitké ovat summat suorien yli? Kuten lukija voi todeta, tdmé ei ole
vaikea ongelma. Kaytannossd huomattavasti kiinnostavampi on kadénteinen on-
gelma eli inversio-ongelma: jos tunnetaan réontgenmittaukset suorien yli, miten
muodostetaan kuva kudoksesta? Eli jos tunnetaan attenuaatiosummat suorien
yli, mitké olivat alkuperéiset attenuaatiokertoimet (kuva 2b)?

Ylla esitetty rontgenkuvauksen inversio-ongelma on klassinen matemaatti-
nen ongelma, jonka oleellisesti ratkaisi Johann Radon jo vuonna 1917 [10]. On-
gelman jatkuvassa muotoilussa attenuaatiokertoimia kuvaa tasossa maééritelty
riittédvin sddnnollinen reaaliarvoinen funktio f. Inversio-ongelman matemaat-
tinen muotoilu on: jos tunnetaan funktion f integraalit eli jatkuvat summat
kaikkien tason suorien yli, voidaanko naistd maarata funktio f?
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Kuvat 2a, 2b (Samuli Siltanen): Tietokonetomografian suora ja kddnteinen ongelma.



Kaavoina ylldoleva kysymys esitetddn seuraavasti: jos f : R2 — R on riitté-
van sdannollinen funktio, sen Radon-muunnos on funktio
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Thssi wa = (cos(a),sin(a)) ja wh = (—sin(a), cos(a)) ovat kohtisuoria yksik-
kovektoreita. Radon-muunnos parametrien s ja « eri arvoilla esittdd funktion
f integraalit tason kaikkien suorien yli. Inversio-ongelmassa tehtdvané on mé&a-
rittdé funktio f(z), kun tunnetaan funktio Rf(s,«). TAmén ongelman ratkaisi

siis Johann Radon, ja seuraava Radonin kddnteiskaava kertoo, miten alkuperai-
nen funktio f méadratdin Radon-muunnoksesta:

2
1
=3 2/ / faRfos Wa + 8, a) dads.
7r

Témén kaavan ja sen erilaisten diskreettien versioiden avulla pystytddn peri-
aatteessa muodostamaan kuvia kudoksesta, kun réntgenmittaukset tunnetaan.
Toki kuvanmuodostuksen kiytdnnon toteutuksessa tarvitaan huomattavaa pa-
nostusta fysiikan, insindoritieteiden ja laskennallisten tieteiden puolelta, ja kidan-
teiskaavoihin perustuvien menetelmien lisédksi muitakin menetelmia on kiytossa.

Radon tutki ylldolevaa ongelmaa puhtaasta tieteellisestd mielenkiinnosta
ajattelematta kaytdnnon sovelluksia. Hyva esimerkki vapaan tutkimuksen hyo-
dyllisyydesté on se, ettd 1970-luvulla, jolloin teknologia oli riittdvéan kehittyneel-
18 tasolla, Allan Cormack ja Godfrey Hounsfield kehittivit samaan matematiik-
kaan perustuvan tietokonetomografiaskannerin. Tietokonetomografia auttaa ny-
kydan miljoonia ihmisié sairauksien diagnosoinnissa, ja Cormack ja Hounsfield
saivat tyostdan Nobelin lddketieteen palkinnon vuonna 1979.

Radon-muunnoksen matematiikka toimii ladketieteellisen kuvantamisen li-
sdksi monessa muussakin tilanteessa. Sen avulla voidaan kuvantaa hyvin pie-
nié asioita, kuten viruksia (esimerkiksi HI-virus) elektronimikroskoopilla. Téassé
sovelluksessa rontgensiteet korvataan elektronisuihkuilla, mutta kuvantamisen
matematiikka on periaatteessa samanlaista. Virusten kuvantamiseen liittyy kui-
tenkin yksi erityispiirre: virukset ovat hyvin pienid, ja monesti on vaikea tietda
tarkasti, mistd suunnista mittaukset on saatu. Kuvan muodostaminen on mah-
dollista myGs téssd tuntemattomien suuntien tapauksessa, ja tilanteen mate-
maattinen analyysi hyodyntdé algebrallisen geometrian menetelmié [5].

Radon-muunnoksen matematiikkaa voidaan kiyttdd vieldkin suuremmissa
skaaloissa, kuten avaruustutkimuksessa [3]. Euroopan avaruusjirjeston ESA:n
tutkimuskalustoon kuului vuoteen 2012 asti Envisat-satelliitti, jossa oli mu-
kana suomalaistenkin kehittdmé& ilmakeh&n otsonim&drid mittaava GOMOS-
instrumentti. GOMOS mittaa tdhtien valon kirkkautta. Tdhdet séteilevit va-
loa, ja kun valo kulkee ilmakehén l&pi, niin ilmakehén kaasut, kuten otsoni,
absorboivat valon voimakkuutta samalla tavalla kuin ihmiskudos absorboi rént-
gensédteiden fotoneja. Mittaustuloksena saadaan jilleen kerran integraaleja suo-
rien yli. Radon-muunnos esiintyy siis tdssdkin ongelmassa, ja sen késittelyssé on
hyédynnetty tilastollisia menetelmia.



3 Seisminen kuvantaminen

Maapallon rakenteen yksityiskohtainen méarittdminen on haastava monitietei-
nen ongelma, ja siihen liittyvié tietoja voi hyodyntéa mineraaliesiintymien etsin-
néssé tal maanjaristysten ennustamisessa. Maapalloa on ymmérrettévasti vai-
kea ldpivalaista, mutta muita epasuoria havaintoja voidaan tehda. Perustietoja
ovat maapallon séde (noin 6370 km jos maata ajatellaan pallona) ja massa, se-
ka naiden avulla tunnettu maapallon tiheys. Maan pinnalla ja pinnan ldhella
voidaan tehd4 erilaisia suoria havaintoja (syvin ihmisen poraama reikd Kuolan
niemimaalla Ven#jilld on noin 12 km syvé), ja vertaamalla nditd maan tiheyteen
tiedetéddn, ettd syvalld taytyy esiintya tihedmpid materiaaleja kuin pinnan ldahel-
14. Liséksi voidaan hyodyntaé laboratoriokokeita, joissa simuloidaan oletettuja
maapallon sisdlld esiintyvid olosuhteita.

Tarkeimpid menetelmis maapallon rakenteen ymméartdmisessd on kuiten-
kin seisminen kuvantaminen. Maapalloa voidaan ajatella elastisena kappaleena,
jossa erilaiset seismiset aallot etenevét. Ihmisen tuottamia keinotekoisia aaltoja
voidaan hyodyntaa pintaa ldhelld olevan rakenteen selvittdmiseen esimerkiksi 61-
jyn etsinnédssd. Syvén rakenteen tutkimista varten tarvitaan vahvempia aaltoja,
ja tallaisille on oleellisesti yksi ldhde: maanjdristykset. Maanjéristykset tapahtu-
vat pinnan l&helld, ja maapallon pinnalla on suuri méara mittauspisteitd, joissa
seismometrit rekister6iviat maankuoren véirdhtelyjd. Seismometrien tuottamista
vardhtelykiyrista (seismogrammeista) voidaan lukea erilaisia tietoja maanjéris-
tyksen etenemisestéd. Téallaisten mittausten perusteella oletetaan, ettd maapal-
lolla on kerrosrakenne (kuva 3a): kuoren alla on tihedmpi vaippa, jonka alla ovat
nesteméinen ulkoydin ja kiinted sisdydin.
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Kuvat 3a, 3b (USGS): Maapallon rakenne ja seismisten aaltojen eteneminen.



Erés tieto, joka seismogrammeista voidaan lukea, on maanjaristyksen ensim-
maéisen aaltorintaman matka-aika mittauspisteeseen. Matka-aikoihin perustuvaa
kuvantamismenetelmid kutsutaan matka-aikatomografiaksi (travel time tomo-
graphy). Kuvataan seuraavaksi menetelmén idealisoitu matemaattinen malli,
jossa tehddén useita yksinkertaistavia oletuksia: maapalloa ajatellaan suljettu-
na pallona M C R™ (toki kiytdnnossid n = 3), seismisid aaltoja kuvaa elastisen
aaltoyhtélon sijaan akustinen aaltoyhtélo alueessa M, maapallon ddnennopeus
on riittdvan sddnnollinen positiivinen funktio ¢(x) missid € M, ja ollaan ide-
aalitilanteessa, jossa mittauspisteitd on kaikkialla maapallon ympérilla.

Maapallon dédnennopeus ei ole vakio, joten aaltorintamat eivit etene suoria
viivoja pitkin kuten rontgenkuvauksessa (kuva 3b). Aaltorintamien etenemistéa
voidaan kuvata dénennopeuden c(z) geodeesien eli pienimmén vastuksen kdyrien
avulla. Jos x,y € M ovat kaksi maapallon pistettéd, niiden vélinen geodeettinen
etdisyys ddnennopeuden c(x) suhteen on
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miss# infimum otetaan kaikkien alueen M paloittain C'! kiiyrien suhteen, jotka
ldhtevat pisteestd x ja padtyvit pisteeseen y.

Matka-aikatomografian inversio-ongelma on seuraava: madritd maapallon
adnennopeus c(x), jos tunnetaan matka-aika d.(x,y) kaikille z,y € M. Té&-
mé ongelma esiintyy sovelletussa kirjallisuudessa myo6s nimelld kddnteinen ki-
nemaattinen ongelma, ja sitd tutkivat jo 1900-luvun alussa geofyysikot Emil
Wiechert ja Karl Zoeppritz sekd matemaatikko Gustav Herglotz. Seuraava tulos
on vuodelta 1907 [4]: jos
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e ¢(x) on pallosymmetrinen, ¢ = ¢(r),

d
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niin matka-ajat madraavat adnennopeuden yksikéasitteisesti. Derivaattaehto tar-
koittaa sitd, ettd ddnennopeus ei saisi laskea liian voimakkaasti maapallon sisélle

mentdessd. Tuloksen todistus hyodyntdd Abelin integraalimuunnoksen kdénty-
vyytta.

4 Reunajaykkyysongelma

Matka-aikatomografiaongelma tuli paljon mychemmin esille myos puhtaan ma-
tematiikan ja differentiaaligeometrian puolella, mutta hieman eri muodossa.
Maapalloa voidaan kuvata avaruuden R™ alueen sijaan kompaktina reunalli-
sena monistona M, ja aaltorintamien etenemistd voidaan kuvata Riemannin
metriikan g avulla (88nennopeus c(x) vastaa Riemannin metriikkaa, joka on
diagonaalimatriisi (g;x(z)) = (ﬁ@k)) Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan,



ettd monisto M, reuna OM ja metriikka g ovat sileita (= C*). Jos z,y € M,
niin pisteiden = ja y vélinen geodeettinen etdisyys on
1/2

dy(z,y) = inf VO ()12 dt
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missd infimum otetaan kaikkien moniston M paloittain C! kiyrien suhteen, jotka
lahtevét pisteestd  ja padtyvét pisteeseen y, ja |v|, on tangenttivektorin v normi
metriikan g suhteen. Monissa tapauksissa infimum saavutetaan, ja talloin lyhin
pisteet x ja y yhdistava kiyrd on Riemannin moniston (M, g) geodeesi (=kiyré,
joka toteuttaa ns. geodeesiyhtélon).

Reunajdaykkyysongelma (boundary rigidity problem), jonka esitti René Mic-
hel vuonna 1981 [6], on seuraava: médritd kompaktin reunallisen moniston (M, g)
Riemannin metriikka g reunan kiinnittdvaa isometriaa vaille, jos tunnetaan etai-
syydet dy(z,y) kaikilla z,y € OM. Tata voidaan pitdd ylld esitetyn matka-
aikatomografiaongelman yleisempédnd muotoiluna. Erityisesti Riemannin met-
ritkka g voi olla anisotrooppinen, ts. yleinen positiivinen symmetrinen matriisi,
joka ei ole valttaméatta diagonaalimuotoa. TAma vastaa sité realistista tilannet-
ta, jossa aaltojen etenemisnopeus riippuu niiden etenemissuunnasta.

Y14 esitetyssd matka-aikatomografian yksikésitteisyystuloksessa esiintyi de-
rivaattaehto, joka esti &dnennopeutta laskemasta lilan voimakkaasti. Vastaavan-
laisia rajoitteita tarvitaan, jotta reunajiykkyysongelma olisi ratkaistavissa esi-
tetyssid muodossa (tdmé nahddén helposti katsomalla monistoa, jossa dénenno-
peus yhden pisteen ldhelld on hyvin alhainen ja &dnennopeuden muutos tdmaéan
pisteen pienessi ympéristossi el muuta matka-aikoja). Michel esitti vuoden 1981
tyossdan konjektuurin, ettd reunajaykkyysongelma on ratkeava ns. yksinkertai-
sille (simple) monistoille. Kompakti siled reunallinen monisto on yksinkertainen
jos se on yhdesti yhtendinen, jokaista moniston M pisteparia yhdistéa yksikésit-
teinen lyhin geodeesi joka riippuu sileésti paéitepisteistd, ja reuna M on aidosti
konveksi. Esimerkkeja yksinkertaisista monistoista ovat

e avaruuden R™ aidosti konveksit rajoitetut alueet
e negatiivisesti kaareutuvien monistojen aidosti konveksit alueet

e avoimen puolipallon aidosti konveksit alueet.

Reunajiykkyysongelma samaistetaan kirjallisuudessa monesti Michelin kon-
jektuuriin, jonka mukaan jokainen yksinkertainen monisto olisi reunajiykka
(ts. reunapisteiden etiisyydet méédrdaavit metriikan isometriaa vaille). Konjek-
tuurin todistivat kaksiulotteisille yksinkertaisille monistoille Pestov ja Uhlmann
vuonna 2005 [9]. Korkeampiulotteisille monistoille on monia osittaisia tulok-
sia (Michél, Gromov, Besson-Courtois-Gallot, Croke-Kleiner, Otal, Stefanov-
Uhlmann, Burago-Ivanov, ... ), mutta konjektuuri on edelleen avoin. Osa néista
tuloksista (mukaanlukien Pestovin ja Uhlmannin ratkaisu kaksiulotteisessa ta-
pauksessa) perustuu sddemuunnosten matematiikkaan, jota késitellddn seuraa-
vassa luvussa ja joka antaa myos yhteyden ylldolevien ongelmien ja rontgenku-
vauksen vilille.



5 Sademuunnos

Jos (M,g) on yksinkertainen monisto, niin reunajiykkyysongelma palautuu
oleellisesti kuvauksen g — dg|omxonm kddntyvyyteen. Tdmé kuvaus on vahvasti
epélineaarinen, silld lyhimmé&t matka-ajat dg|anarxons riippuvat dénennopeudes-
ta epalineaarisella tavalla. Yleinen menetelma késitelld epélineaarisia kuvauksia
on kiyttad niiden linearisaatioita, eli (Fréchet)-derivaattoja, kuten esimerkiksi
Newtonin menetelméssé nollakohtien etsimiseksi tehdaén.

Kuvauksen g — dg|lamxonm linearisaatio operoi Riemannin metriikoiden g
tangenttivektoreihin, jotka ovat symmetrisii 2-tensorikenttis (siis oleellisesti
symmetrisid matriisifunktioita (fjx(«)) monistolla M). Linearisaatio on helppo
madrittda: osoittautuu, etté linearisaatio voidaan samaistaa sidemuunnoksen I
kanssa. Seuraavassa oletetaan, ettd monisto (M, g) on nontrapping (=silli ei ole
vangittuja geodeeseja, eli jokainen geodeesi pédsee reunalle ddrellisessd ajassa).

Maéésritelma. Jos f = (fi,..s,,) on symmetrinen m-tensorikenttd reunallisella
monistolla M, sen (geodeettinen) sddemuunnos on funktio

T(@w)  m 4 .
I f(z,0) = / S it (YO)A(E) A () dE, w € OM, v € S, M,
0 .

i1, yim =1

missé S, M = {v € T,M; |v|; = 1} on pisteen = yksikkétangenttivektorien
joukko, ja 74(x,v) on pisteestd x suuntaan v lahtevén geodeesin matka-aika eli se
aika, jossa geodeesi poistuu monistolta M. (Tissd 4 (t) on tangenttivektorin /()
1:s komponentti joissain lokaaleissa koordinaateissa, osoittautuu etté ylldoleva
méadritelmi ei riipu koordinaattien valinnasta.)

Séddemuunnoksen abstrakti ma#ritelmé on helppo ymmértds tapauksessa
m = 0. Talléin f on funktio alueessa M, ja sdédemuunnos I f esittdd funk-
tion f integraalit kaikkien alueen reunalta l&htevien ja reunalle palaavien geo-
deesien yli. Jos M on konveksi alue avaruudessa R™, niin kaikki geodeesit ovat
suoria ja Ipf vastaa funktion f Radon-muunnosta (integraaleja suorien yli).

Sddemuunnos I, on siis Radon-muunnoksen yleistys, jossa suorat korva-
taan yleisemmilld kiyrilld (jonkin Riemannin metriikan geodeeseilla), ja jossa
integroitava suure voi olla funktion sijaan symmetrinen m-tensorikentta. Ten-
sorikenttien sidemuunnoksilla on useita kiytdnnon kuvantamissovelluksia:

e m = 0: tavallinen Radon-muunnos R"™:ssé, matka-aikatomografiaongelma
aanennopeuksille ¢(z), ultradédnikuvantaminen

e m = 1: Doppler-ultraddnikuvantaminen, jossa kuvataan veren virtaus-
ta suonissa esimerkiksi veritulppien havaitsemiseksi (1-tensori vastaa vir-
tauksen vektorikenttda)

e m = 2: matka-aikatomografia matriisiarvoisille (anisotrooppisille) 4anen-
nopeuksille, reunajaykkyysongelman linearisaatio



e m = 4: matka-aikatomografia elastiselle aaltoyhtéldlle, jossa esiintyvia pa-
rametreja kuvataan 4-tensorilla

Osoittautuu, ettd matka-aikatomografian ongelman ratkaisulla ja sédemuun-
noksen kddntyvyydelld on monia yhteyksia. Lisdksi jos m > 1, niin 16ytyy aina
triviaali luokka m-tensoreita, joiden sidemuunnos on nolla: ndméa ovat reunal-
la hévidvien (m — 1)-tensorien sisiderivaattoja (=kovariantin derivaatan sym-
metrisaatioita). TAmé seuraa suoraan analyysin peruslauseesta, silla vélin [a, b]
reunalla hévidvin funktion derivaatan integraali on nolla. Sanotaan, ettd séde-
muunnos on s-injektiivinen, jos ndmé ovat ainoat nollaksi integroituvat tensorit.

Sademuunnosten teorian perustava kysymys on tensoritomografiakonjektuu-
ri (Pestov-Sharafutdinov 1988 [8]): jos (M, g) on yksinkertainen monisto, onko
sidemuunnos I,,, s-injektiivinen kaikilla m > 07 Tdmaé tulos tunnetaan tapauk-
sessa m = 0 (Mukhometov 1977) ja m = 1 (Anikonov 1978). Kaksiulotteisessa
tapauksessa konjektuuri on nyt todistettu [7]:

Lause 1. (Paternain-Salo-Uhlmann 2013) Jos (M, g) on kaksiulotteinen yksin-
kertainen monisto, niin I,,, on s-injektiivinen kaikilla m > 0.

Todistus hyddyntéaéd yhteyttd kompleksigeometriassa esiintyvdédn Kodairan
havidmislauseeseen ja ladketieteen SPECT-kuvantamismenetelmén (Single Pho-
ton Emission Computed Tomography) kiyttaméaan ns. vaimennettuun Radon-
muunnokseen. Korkeampiulotteisille monistoille tunnetaan useita osittaisia tu-
loksia, mutta konjektuuri ylldolevassa muodossa on avoin kun dim(M) > 3.

6 Avoimia ongelmia

Tekstin lopuksi esitetddn muutamia avoimia matemaattisia ongelmia aihepiiriin
liittyen. Reunajaykkyysongelma Michélin esittdmésséd muodossa on edelleen rat-
kaisematta dimensioissa > 3:

Avoin ongelma 1. (Reunajiykkyysongelma) Jos (M, g) on yksinkertainen mo-
nisto ja dim(M) > 3, niin reunapisteiden véliset etdisyydet maaraaviat metriikan
g vksikasitteisesti reunan kiinnittévis isometriaa vaille.

Myos edellisen ongelman linearisoitu versio (joka vastaa 2-tensorien side-
muunnosta) on auki korkeampiulotteisilla monistoilla:

Avoin ongelma 2. (Tensoritomografia) Jos (M, g) on yksinkertainen monisto
ja dim(M) > 3, niin sidemuunnos I, on s-injektiivinen kun m > 2.

On viitteita siitd, ettd sidemuunnoksen kddntyvyys voisi pated laajemmassa
monistoluokassa kuin reunajiykkyys [7]. Seuraavalla perustavalla kysymyksella
funktioiden sédemuunnoksesta nontrapping monistoilla olisi sovelluksia useisiin
inversio-ongelmiin (mm. Suomessakin paljon tutkittuun Calder6nin kdanteiseen
johtavuusongelmaan, katso [1] ja [2]):



Avoin ongelma 3. (Sddemuunnos nontrapping monistoilla) Jos (M, g) on kom-
pakti nontrapping monisto, jolla on aidosti konveksi reuna, niin sédemuunnos
Iy on injektiivinen.
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