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MERKINTOJA

T,(M) Moniston M tangenttiavaruus pisteessi p € M.
Tx(M) Moniston M kotangenttiavaruus pisteessa p € M.
T(M) Moniston M tangenttikimppu.
T*(M) Moniston M kotangenttikimppu.
F (M) C>(M,R)
2 (M) Vektorikentéat monistolla M.

*(M) 1-muodot monistolla M.
TI(M) Differentioituvan moniston M (r, s)-tensorikenttien .# (M )-moduli.
m: B — M Vektorikimpun B kantapistekuvaus.
I'(B) Vektorikimpun B leikkaukset.
I,J vileja reaalilukujen joukossa R.
0ij = L Jos i =j, Diracin delta.

0, muuten.

dF Kuvauksen F' differentiaali eli tangenttikuvaus.
0; Lokaalin koordinaatin 7. komponenttifunktiota vastaava vektorikentté.
dx’ Vektorikentan 0; duaalinen 1-muoto.

JA SOPIMUKSIA

Oletamme, etté differentioituvan moniston topologialla on numeroituva kanta.
Jos muuta ei mainita, monistot ovat yhtenéisia.

Jos muuta ei mainita, kuvaukset ovat sileita.

Numeroidut alaviitteet ovat vihjeita késiteltavan luvun tehtaviin.

DG on viittaus kurssiin Differentiaaligeometria, joka luennoitiin syksyn 2015 ensimméi-
sessa jaksossa.

0. JOHDANTO

Kun differentiaaligeometrian perusteet ovat hallinnassa, voidaan erikoistua tarkastele-
maan monistoja, joilla on runsaammin rakennetta kuin pelkkéa differentioituvan moniston
rakenne. Lisda rakennetta saadaan esimerkiksi varustamalla monisto jollain tensoriken-
talla.

Talla kurssilla tarkastelemme Riemannin geometriaa, jossa moniston jokaisen pisteen
tangenttiavaruudessa on mééaritelty (positiividefiniitti) sisdtulo siten, etta eri pisteiden
paalld olevien tangenttiavaruuksien sisatulot muuttuvat siledlla tavalla pisteen siirtyessa.
Tasmaéllisemmin ilmaistuna monistolla siis kiinnitetéén jokin (0, 2)-tensorikentté.

Riemannin geometriasta on kirjoitettu monia ansiokkaita kirjoja. Omia suosikkejani,
jotka ovat vaikuttaneet tdmén kurssin muotoutumiseen ovat |[GHL]|, [Hell|, [Leel] ja eri-
tyisesti [O’N].
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1. VEKTORIKENTISTA, 1-MUODOISTA JA TENSOREISTA

Kurssilla Differentiaaligeometria méaéritellaén sileiden monistojen késittelyssé tarvitta-
vaa kalustoa. Téassd ensimmaéisessd luvussa palautamme mieleemme vektorikenttien, 1—
muotojen, tensorien (vektoriavaruudessa) ja tensorikenttien (siledlld monistolla) késitteet
ja tutustumme tensorikenttien karakterisointiin yleisemmaén lineaarialgebran avulla.

1.1. Modulit. Olkoon R kommutatiivine rengas ja olkoon (V, 4+) kommutatiivinen ryh-
mé. Olkoon (A, v) — Av kuvaus R x V' — V (renkaan R alkiolla kertominen), joka toteut-
taa ehdot

(1) AMv+w) = Av+ dw kaikille A € R jav,w € V,

(2) (A + p)v = Iv+ po kaikille \,p € Rjav eV,

(3) p(Av) = (uA)v kaikille A\, p € Rjav €V ja

(4) 1v = v kaikille v € V.

Ryhma V varustettuna télla rakenteella on R-moduli. Modulin méaaritelmé on vektoriava-
ruuden maaritelmén suoraviivainen yleistys ja valtaosa tavanomaisesta lineaarialgebrasta
yleistyy moduleille, katso esimerkiksi [DF], Luku III]. On vain huomioitava, etta kaikilla
kertoimilla ei ole kddnteisalkioita. Télla kurssilla esiintyvissd moduleissa kerroinrengas R
on joko R tai funktiorengas .% (M).

1.2. Vektorikentét. Vektorikentta siledlld monistolla M on tangenttikimpun leikkaus,
siis kuvaus X: M — T'M, jolle patee m o X = id. Vektorikenttd X on siled, jos X f €
F (M) kaikille f € .#(M). Sileiden vektorikenttien joukolla .2°(M) on luonnollinen
F(M)-modulin rakenne: Madritelldén (fX)|, = f(p)X|, ja (X +Y)|, = X[, + Y|,
kaikilla p € M.

Muistamme differentiaaligeometriasta, ettd tangenttivektori v € T,M on derivaatio
pisteessé p: se on R-lineaarikuvaus v: % (M) — R, jolle pétee Leibnitzin sidnto pisteessd
p: kaikille f, g € . (M) pétee

v(fg) = (vf)g(p) + f(p)vg.

Vektorikenttda X € 27 (M) on siis kuvaus X : F (M) — % (M), joka on R-lineaarinen ja
jolle pitee Leibnitzin sddanto: kaikille f, g € (M) pétee

X(fg) = (XF)g+ fXg,
se on siis funktioavaruuden .# (M) derivaatio.

On helppo tarkastaa, ettd jokainen derivaatio on vektorikentéin méaraama: Olkoon D
derivaatio. Maéaritelladn jokaiselle p € M tangenttivektori X, € T,M asettamalla jo-
kaiselle f € .Z (M) X,f = D(f)(p). Selvésti derivaation lineaarisuudesta ja Leibnitzin
saannostd seuraa, etta kuvaus X, on derivaatio pisteessd p, joten madritelméd on hyvin
asetettu. Niin saadaan vektorikentta X, joka on siled, koska X f = D(f) € Z (M) kaikilla
feFM).

Olkoon U C M avoin joukko ja x = (x1,...,2,): U — R” lokaali koordinaatti. Kom-

ponenttifunktioiden x; avulla saadaan koordinaattivektorikentdt 0; asettamalla jokaiselle
f e F(M) ja jokaiselle p € M

foa!
missi v = (u',u?, ... u") € R" kanonisissa koordinaateissa. Jokainen vektorikentti X voi-

daan kirjoittaa lokaaleissa koordinaateissa koordinaattivektorikenttien avulla
X => Vi,
i

*Jos rengas R ei ole kommutatiivinen, madritelmadmme antaa vasemman R-modulin.
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1.3. 1-muodot. Silein moniston M 1-muoto 6 on kuvaus 6: M — T*(M), jolle mof = id.
Se on siled, jos kuvaus X : p — 6|,X], on siled. Siledt 1-muodot muodostavat % (M )—
modulin Z7*(M), jossa operaatiot ovat tavanomaiset lineaarikuvausten yhteenlasku jo-
kaisessa tangenttiavaruudessa T,M ja renkaan .# (M) alkiolla kertominen: Maaritelladn
(fO)|, = f(p)d], ja (61 + 62)|, = 01|, + 02, kaikilla p € M.

Funktion f € #(M) differentiaali on 1-muoto df, joka méaritelladn asettamalla

df (v) = vf

kaikille v € T,M kaikille p € M. Erityisesti, jos U C M avoin joukko ja z: U — R"
on lokaali koordinaatti, niin komponenttifunktioiden z; € .% (M) differentiaalit dx’ ovat
koordinaatti-1-muotoja. Jokainen 1-muoto 6 voidaan kirjoittaa lokaaleissa koordinaateissa
koordinaatti-1-muotojen avulla

0=> 00;da'.

1.4. Tensorit. Olkoon V reaalinen vektoriavaruus ja olkoon V* sen duaali, joka on lineaa-
rikuvausten L: V' — R muodostama vektoriavaruus. Multilineaarikuvaus A: (V*)"xV*® —
R on (r, s)~tensori vektoriavaruudessa V. Erityisesti, jos M on differentioituva monisto ja
p € M, niin multilineaarikuvaus A,: (T;M)" x (T,M)* — R on (r, s)-tensori tangenttia-
varuudessa 71, M ja sanotaan, etta silla on r kontravarianttia ja s kovarianttia muuttujaa.

Tangenttiavaruuden 7, M (r, s)-tensorit muodostavat vektoriavaruuden 77 (7, ) ja néis
té vektoriavaruuksista muodostetaan tensorikimppu w: T7 M — M, jolla on differentioitu-
van moniston rakenne samaan tapaan kuin tangenttikimpulla. Tensorikimpun 77, M silea
leikkaus A: M — TIM on (r,s)-tensorikenttd, patee siis m o A = id. Kaikkien (7, s)-
tensorikenttien joukkoa merkitdén I'(77M).

Tensorit voidaan méaéritelld yleisemmaéssakin kontekstissa. Olkoot V' ja W R-moduleja.
Kuvaus L: V — W on R-lineaarikuvaus, jos

L(ru—+ sv) =rL(u) + sL(v)

kaikille r, s € R ja u,v € V. Multilineaarikuvaukset méaritellddn samaan tapaan: Olkoot
Vi,...,Vy ja W R-moduleja. Kuvaus A: [[V; — W on R-multilineaarinen, jos kuvaus

v A(V1, V2, . Vs 1, Uy Usity - - vy Up)

on lineaarinen kaikille 1 < s < n ja kaikille v; € V;, i # s. R-modulin V' duaali V* on R-
lineaarikuvausten L: V' — R R-moduli. Multilineaarikuvaus A: (V*)"xV*® — Ron (r,s)-
tensori modulilla V. On tapana sanoa, ettd (0, m)-tensorit ovat kovariantteja tensoreita
ja (k,0)-tensorit ovat kontravariantteja tensoreita. (r, s)-tensorit vektorikenttien modulilla
Z (M) muodostavat .Z (M )-modulin .7 (M).

Kun osoitetaan kuvaus A: (27 (M))"x Z(M)* — .7 (M) tensoriksi, tulee nayttaa, etté
A on % (M)-lineaarinen jokaisessa muuttujassaan. Yleensi kiyttaytyminen yhteenlaskun
suhteen on selvéa, joten tarkastettavaksi jaa vain se, “voidaanko funktiot siirtda tensorista
ulos eli pateekd esimerkiksi kuvaukselle B: 27 (M) x 2 (M) — .F (M)

B(fi X1, f2 Xa) = fif2B(X1, X3)
kaikille f1, fo € (M) ja kaikille Xy, X, € 2 (M).

Esimerkki 1.1. (1) Evaluaatiokuvaus E: 27 (M) x 2 (M) — % (M), joka mééritellaan
asettamalla

Ew,V)=w(V)
on (1, 1)-tensori.
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(2) Olkoon w € Z™*(M). Kuvaus B: 2 (M)* — Z (M), joka méiiritelliéin asettamalla

B(V,W) = Vw(WW) ei ole tensori. Tarkastellaan jélkimméistd muuttujaa. Olkoon f €

F(M). Talloin muodon w lineaarisuuden ja Leibnitzin sddnnén nojalla
Xw(fY)=X(fwY)=(XflwY + fXwY.

Funktio (X f)wY ei kuitenkaan yleensé ole nollafunktio, joten B ei ole tensori.

Huomautus 1.2. Jos A: 2 (M)* — Z (M) on .7 (M )-multilineaarikuvaus, niin kuvaus
A: (M) x Z'(M)* — F (M), joka miaritelldan asettamalla

A(Q,Xl,XQ, oo 7Xs) == 9A<X1, XQ, ce . ,XS)
on (1, s)-tensori. Taémé&n yhteyden vuoksi kutsumme joskus myos kuvausta A tensoriksi.

Esimerkki 1.3. Kaikki talld kurssilla tarkasteltavat vektorikenttien keskeiset operaatiot
eiviit ole tensoreita edes téssé yleistetyssid mielessd. Lien tulo (DG luento 6) méaaraa
kuvauksen [-,-]: Z (M) x Z (M) — Z (M), joka ei ole tensori yleistetyssi mielessa: Jos
XY e Z(M)jage F(M),nin
(X, gY] = (Xg)Y + gXY — gV X = g[X, Y] + (Xg)Y,

joten kuvaus ei ole .# (M )-bilineaarinen.
1.5. Tensorin arvo pisteessi. Kurssilla DG maéaériteltiin tensorikentdt tensorikimpun
leikkauksina. Osoitamme nyt, ettd talla kurssilla kdytettdvd maaritelma on itse asiassa
ekvivalentti.

Olkoon U C M avoin joukko ja olkoon p € M. Funktio f € # (M) on toyssyfunktio
pisteessé p, jos on avoin V' C U siten, ettd p € V, f >0, fly =1 ja fly—v = 0.

Lemma 1.4. Olkoon A € F7(M). Jos p on 1-muodon " tai vektorikentin X; nollakohta
gollain 1 <i<rtail <j<s, nim A0, 0% ...0,, X1, Xs,...,X,)(p) =0.

Todistus. Tarkastellaan tilannetta, jossa A on (1, 1)-tensori, yleisessi tapauksessa ei ole
mitdén oleellisesti erilaista. Olkoon p € M ja olkoon (U,z) > p lokaali koordinaatti.
T&llsin on funktiot X; € Z#(U), joille X = > X'0; ympéristossia U. Olkoon f € (M)
toyssyfunktio pisteessi p. Télloin saadaan luonnollisella tavalla méériteltyd f X' € (M)
ja fo; € (M )ﬂ Kéayttamalla tensorin A Z (M )-lineaarisuutta muuttujan X suhteen
saadaan

FPA0,X) = A0, f2X) = A(0,) _ fX'f0;) =>_ fX'A(0, f0;).

Jos X'(p) = 0 kaikilla ¢, niin A(#, X)(p) = 0. Tapaus, jossa p on 1-muodon nollakohta
késitelladn samaan tapaan. 0

Propositio 1.5. Olkoon A € F(M). Olkoot 6",w; 1-muotoja ja olkoot X;,Y; vektori-
kenttid siten, ettd 6'|, = w'|, ja X;|, = Y;|,. Tdlloin
A0 602,07, X1, Xo, .., X)) = Alwh,W?, w0 X X, X))
Todistus. Kun A on (1, 1)-tensori, saadaan Lemman nojalla
A0, X)(p) — Alw,Y)(p) = A(0 —w, X)(p) + A(w, X =Y)(p) =0+0=0.
Yleinen tapaus todistetaan samaan tapaan. [

Proposition nojalla jokaisella tensorilla A € 77 (M) on arvo A, € Ty M jokaises-
sa pisteessd p € M. Tamén havainnon avulla saadaan tulos, joka osoittaa, ettd modu-
lien avulla maéaritelty tensorien késite on todellakin sama kuin tensorikimpun leikkausten
avulla annettu maaritelma.

tFunktio f otetaan kiyttoon, jotta koordinaattien avulla saatu vektorikentsin lauseke laajenee koko
monistolle.
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Propositio 1.6. Jokainen tensori A € T (M) mddrid kanonisesti yksikdsitteisen tenso-
rikentin A € T'(TIM). Jokainen vektorikentta A € T'(TI M) mddrdd kanonisesti yksikd-
sitteisen tensorin A € T M. O
Propositio 1.7. (1) Z*(M) = Z°(M) = 2 (M)*.

(2) (M) = F(M).

Todistus. (1) Jokainen vektorikenttd 1-muoto § € 27*(M) mééraa jokaisen pisteen p € M
tangenttiavaruudessa T, M lineaarikuvauksen 6,: T,M — R. Kuvaus p — 6, on kotan-
genttikimpun siled leikkaus koska jokaiselle X € 2 (M) kuvaus p — 6,X, = (6X)(p) on
siled. Siis € on (0, 1)-tensori.

Olkoon A € Z°(M). Tensorin A arvo pisteessi p on lineaarikuvaus A,: T,M — R, siis
A, € Ty M. Saadaan 1-muoto p +— A, joka on siled, koska jokaiselle X € 2" (M) pétee
AX € F(M).

(2) Vektorikenttd X médrdd % (M)-lineaarikuvauksen 2Z*(M) > 6 — 0X € F(M).
Loput véitteesta todistetaan samaan tapaan kuin kohta (1). O

1.6. Kovariantin tensorikentin pullback. Olkoot M; ja M, sileitd monistoja ja ol-
koon A € Z9(M,). Olkoon F: M; — M, siled. Kovariantin tensorin A pullback on kuvaus
F*A: Z(M;)™ — R, jolle pétee

¢*A(v,w) = A(dFv,dFw)
kaikille v, w € T,,M; kaikille p € M,.
Lemma 1.8. Tallgin ¢*A on (0, m)-tensori.

Todistus. Merkint6jen yksinkertaistamiseksi tarkastellaan tapausta m = 2, yleisessa ta-
pauksessa ei ole mitéén oleellisesti erilaista. Olkoot (U; C My, x) ja (Uy C Ms,y), avoimia
koordinaattiympérist6ja siten, ettd F'(Up) sisdltyy joukkoon Us,. Téalloin

Y B )
F*A, (@’p ; @b) = Arp) (dF%h, : dF@\p)

Oy*oF) 0 INy™oF) 0
= Ar(p) (Z Ta—ydﬂp) 72 Ori  Oym [P

k m

Oy* o F) d(y™ o F) 0 0
=D 2 a Arw By 1 g lre )

k,m m
Tésté lausekkeesta nikee helposti, ettd p — F*A(X;, Xs) on siled kuvaus, joten kuvaus
F*A: Z(M)x Z (M) — % (M) on hyvin méaritelty. Samoin ndhdéén, etté se on .# (M )-
bilineaarinen. O

Harjoitustehtavia.
1.1. Osoita, ettd jokainen modulin .% (M) derivaatio on siledn vektorikentdn maaradma.

1.2. Osoita, ettéd jokainen 1-muoto 6 voidaan kirjoittaa lokaaleissa koordinaateissa koor-
dinaatti-1-muotojen avulla
0=> 00 dx'.
i

1.3. Todista Proposition véite (1,2)-tensoreille.

1.4. 1-muodon 6§ € 2 (M) ulkoinen derivaatta df méiritelladn asettamalla
dO(X,Y) = X0V — YOX — 0[X,Y]

kaikille X, Y € 27 (M). Osoita, ettd df on tensori.
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2. RIEMANNIN METRIIKKA

Olkoon M differentioituva monisto. Positiividefiniittid symmetrista (0, 2)-tensoria (tai
oikeastaan tensorikenttdd) g € J,’M kutsutaan Riemannin metriikaksi tai metriseksi
tensoriksi. Talla kurssilla tutkimme Riemannin monistoja, jotka ovat pareja (M, g).

Perinteisesti Riemannin metriikka on tapana kirjoittaa koordinaateissa kertoimien

9i5 = 9(0i, 0;)
avulla
9= gyde'@de’ =Y g da'dai .
12 i,
Koska metrinen tensori on symmetrinen, tensoritulon merkki voidaan turvallisesti jattaa
merkitseméatti fl

Matriisi G(p) = (gij (p)) on kaantyvé koska se on positiividefiniitti. Sen kddnteismat-
riisin kertoimille kiytetdéin merkintdd g% (p). Noudattelemme kurssilla titd perinteista
merkintatapaa siind madrin kuin se on kdytannollista.

Usein (erityisesti fysiikassa) kdytetddn Einsteinin summaussopimusta. Talloin, sama
symboli esiintyy lausekkeessa ylé- ja alaindeksiné, niin sen yli summataan aina. Esimer-
kiksi Riemannin metriikan koordinaattiesitys kirjoitettaisiin g = g;; dz* ® dz’. Talla kurs-
silla emme kéytd Einsteinin summausta. Sen sijaan summauksissa indeksi saa jatkossa

usein arvot 1,2,...,dim M, joten jatdmme yleensa rajat merkitseméatta
n
SUED N
i i=1

Esimerkki 2.1. Olkoot x1, z9, ...z, vektoriavaruuden R" luonnolliset koordinaattifunk-
tiot.

(1) Varustamalla siled monisto R™ euklidisella Riemannin metriikalla

n

JE = i dr' @ dr' = Z(daci)2

I=1 I=1
saadaan euklidinen avaruus
E" = (R", gg).
Niissd koordinaateissa Riemannin metriikkaa pisteessd p € R"™ vastaava matriisi on
gi;(p) = 0;; on identtinen matriisi I; jokaisella p.

(2) Varustamalla ylempi puoliavaruus U™ = {x € R" : z,, > 0} hyperbolisella Riemannin
metriikalla

1 L i
gu = x—%gE!Un =2 ;(dm )

saadaan hyperbolinen avaruus
H" = ({z € R" : 2, > 0}, gn),

tai tarkemmin hyperbolisen avaruuden puolitasomalli.

(3) Yleistetdan edellinen esimerkki: Olkoon (M, ¢g) Riemannin monisto ja olkoon f €
F(M). Télloin (M, fg) on Riemannin monisto, joka on saatu Riemannin monistosta
(M, g) metriikan konformisella muunnoksella.

iTasmaéllisemmin: dr'de? =

1(da' @ da? + dz? ® dz') on (0, 1)-tensorien dz’ ja dz’/ symmetrinen tulo.
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Esimerkki 2.2. (1) Varustamalla pallonpinta
S"(0,1) = {z € E"! : ||z|| = 1}

Riemannin metriikalla, joka saadaan rajoittamalla ympérdivin avaruuden E"™! euklidi-
nen Riemannin metriikka jokaiseen pallonpinnan S™(0, 1) tangenttiavaruuteen 7,S™ = p*
saadaan pallon Riemannin metritkka gs ja Riemannin monisto

§" = (8"(0,1), gs) -

(2) Palautetaan mieleen (0, 2)-tensorien pullback metristen tensorien tapauksessa: Olkoon
M, siled monisto ja olkoon (Ms, go) Riemannin monisto. Olkoon ¢: M; — My sileé.
Metrisen tensorin gy pullback on (0,2)-tensori ¢*gs, jolle pétee

9" g2(v, w) = g2(dov, dpw)
kaikille v, w € T, M; kaikille p € M;. Lemman nojalla ¢*gs on (0, 2)-tensori.
Harjoituksissa osoitamme, ettd ¢*go on positiividefiniitti (siis metrinen tensori), jos ja
vain jos kuvaus ¢ on immersio. Tdmén tuloksen avulla saamme (1)-kohdan yleistyksen:

Propositio 2.3. Olkoon (M, g) Riemannin monisto ja olkoon ¢: S — M (immersoitu)
alimonisto. Talloin ¢*g on Riemannin metriikka monistolla S. U
Témén kohdan merkinnéilld kohdassa (1) M = E"™ | S =S" ja ¢ on inkluusiokuvaus.
(3) Torus S = S x S! voidaan tunnetusti upottaa avaruuteen M = E? sileiilli kuvauksella
F = Fg,: St x S' — B2,
F(0,¢) = ((R+rcosf)cos ¢, (R+rcosf)sing,rsind).
Kohdan (2) nojalla jokainen upotus méérittelee Riemannin metriikan torukselle.

(4) Kleinin pulloa K ei voi upottaa avaruuteen 3, sen sijaan on immersioita ¢: K — E3,
esimerkiksi Dieudonnén immersio, joka antaa téllaisen kuvanf]

ja seuraavalla sivulla esitettéva perinteinen “leikkaa ja liimaa neliostd Kleinin pullo®-
immersio

Olkoon (Uy)aca siledin moniston M lokaalisti ddrellinen peite. Peitteelle (Uy)aca alis-
teinen ykkosen ositus on kokoelma (p,)qca funktioita p, € % (M), joille pétee 0 < p, < 1,
funktion p, kantaja siséltyy joukkoon U, ja > p, = 1. Jokaisella sile&in moniston peit-
teelld lokaalisti dérellinen hienonnus ja sille alisteinen ykkosen ositus, katso esimerkiksi

[Lec2, Thn. 2.25]

SKiitokset Ari Lehtoselle tiisté ja seuraavasta kuvasta.
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Propositio 2.4. Jokaisella differentioituvalla monistolla on Riemannin metriikka.

Todistus. Olkoon ((qﬁa, Uoé))a€ 1 lokaalisti dérellinen kartasto differentioituvalla monistolla
M, ¢o = (x, 2%, ..., 2%). Olkoon (pa : Uy — [0,1]), _, peitteelle (U,) alisteinen ykkdsen
ositus.

Jokaisella joukolla ¢,(U,) on Riemannin metriikka g, = Y, dz" ® da’. Méairitelldan
h e (M) asettamalla h =Y 4 paga. On selvid, ettd jokaisessa pisteessd p dérellisend
summana saatava neliomuoto h, on positiividefiniitti, joten h on Riemannin metriikka. [

Seuraus 2.5. Jokaisella differentioituvalla monistolla on ylinumeroituvan monta Rie-
mannin metritkkaa.

Todistus. Seuraa Propositiosta [2.4] ja Esimerkisté [2.1)(3). O

Pullback antaa toisen tavan jarjestda Proposition todistuksen loppuosa: Jokaisella
kuvajoukolla ¢,(U,) on euklidisesta avaruudesta indusoituva Riemannin metriikka g, =
9E|¢a(v.)- Madritellddn Riemannin metriikka g, joukossa U, asettamalla g, = ¢ g ja
asettamalla h = >, paga kuten edelld tehtiin.

2.1. Etiisyysfunktio Riemannin monistolla. Riemannin metriikka antaa mahdolli-
suuden madaritelld tavanomaisia geometrisia kédsitteitd Riemannin monistolla: Tangentti-
vektorin v € T,M pituus tai normi on

ol = [ol” = Vg(v,v).
Kahden tangenttivektorin v, w € T, M vélinen (suuntaamaton) kulma on

g(v, w)
[0] w]

L(v,w) = £9(v,w) = arccos
Sileén polun v: [a,b] — M pituus on

b
() = Ly(7) = /[ b= / 5(0)] dt.

missé ¥(¢) on polun v tangenttivektori pisteessa y(t).
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Lemma 2.6. Olkoon (M, g) Riemannin monisto ja olkoon f € F (M) positiivinen funktio.
Téllgin £79(v,w) = £9(v,w) kaikille v,w € T,M. O

Olkoon M yhtendinen Riemannin monisto. Méaaritelldan kaikille x,y € M

(1) d(z,y) = mf{l(y) : v € Juy}
missé J,, on kaikkien pisteita x ja y yhdistavien paloittain sileiden polkujen joukko.

Propositio 2.7. Lauseke madrittelee metritkan (siis etdisyysfunktion) monistolla M.
Tamdn metritkan mddradmd topologia on alkuperdinen monistotopologia.

Todistus. Harjoitus. ([l

Lausekkeella médritelty metriikka on Riemannin moniston (M, g) Riemannin etdi-
syysfunktio. Kun Riemannin monistoa ajatellaan metrisend avaruutena, kiytetddn tata
etaisyytta.

Esimerkki 2.8. Myohemmin kurssilla tarkastelemme esimerkiksi lyhimpia kayria tar-
kemmin. Huomataan kuitenkin nyt, ettd joskus kahden pisteen vélilla on lyhin kiyra ja
joskus ei:

(1) Euklidisessa avaruudessa Riemannin etéisyys on tavallinen euklidinen etéisyys. Eukli-
dinen avaruus on tdydellinen metrinen avaruus ja euklidisesta geometriasta tiedamme,
ettd euklidinen jana [x,y] on kahden pisteen z,y € E" villinen lyhin polku. Sille pétee siis

d(z,y) = [z, y]).
(2) Riemannin monisto (R™ — {0}, gg) ei ole tdydellinen metrinen avaruus ja esimerkiksi
pisteiden x ja —x, x # 0 valilla ei ole lyhinta kayraa.

Esimerkki 2.9. Olkoon 7: ]0, co[— H?, v(¢) = (0,t) polku hyperbolisen tason ylemmésséi
puolitasomallissa. Talloin

b dt b

C(Yap) = 7= log .

kaikille 0 < a < b < oco. Erityisesti polun ~ pituus on déreton.
Olkoon 1 = (n1,m2): [¢,d] — H? paloittain siled polku, jolle n(c) = (0,a) ja n(d) =
(0,b), a < b. Talloin

f(ﬁ)Z/d gE(TZ(Q)’ﬁ(t))dtz detE/dﬁz(ﬂdt>lo nd) _,

c T2 (t) m(t)

1" = ) (Y(ap) -

Siis
d«O,sL(O,ﬂ)::logz

ja pisteitd (0,s) ja (0,t) yhdistéé lyhin polku 7|j 4. Lyhin polku ei ole yksikésitteinen
koska polun uudelleenparametrisointi riittavan siistilla kuvauksella ei muuta pituutta.

Polku v ei parametrisoi kiyraé [(0,a), (0,b)] vakionopeudella, koska |¥(t)] = 1. On
helppo tarkastaa, ettd polulle 7p: R — H? | yo(t) = (0,¢") pitee |yo(t)] = 1 kaikilla ¢
ja se on polun ~ uudelleenparametrisointi. Myohemmin kurssilla tarkastelemme lyhimpié
kayriad muidenkin pisteiden valilla.
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Harjoitustehtavia.

2.1. Olkoon M; differentioituva monisto, olkoon (Ms, go) Riemannin monisto ja olkoon
¢: My — M, immersio. Osoita, ettd ¢*g, on Riemannin metriikka.

2.2. Olkoon (M, g) Riemannin monisto, olkoon ~: [a,b] — X siled polku ja olkoon ¢ :
[d’,b'] — [a,b] diffeomorfismi. Osoita, ettd polun o ¢ pituus on sama kuin polun + pituus.

2.3. Olkoon z;, = (x,yx) € H? jono siten, ettéi toisten koordinaattien jono yj ei ole
rajoitettu. Osoita, ettd jono z; ei ole Cauchyn jono.

2.4. Olkoon (M,g) Riemannin monisto. Maaritelladn kuvaus ¢: 2 (M) — 2Z*(M)
asettamalla ®(V) = V*, missi

VHX) = g(V, X)
kaikille X € 2 (M). Osoita, ettd ® on .# (M )-lineaarinen isomorfismi.

2.5. Todista Propositio 2.7

4Vihje: Surjektiivisuutta osoitettaessa esitd 1-muoto 6 koordinaatti-1-muotojen avulla koordinaattiym-
péristossa U ja etsi lauseke sellaiselle vektorikentélle Y, jolle ®(Y|y) = 6|v.
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3. RIEMANNIN ISOMETRIAT

Olkoot (M, g1) ja (Ms,g2) Riemannin monistoja. Diffeomorfismi ¢: M; — M, on
(Riemannin) isometria, jos ¢*go = g1, toisin sanoen

g2(dou, dpv) = g1(u,v)

kaikille u,v € T,,M, kaikille p € M;. Jos jokaisella pisteella p € M on ymparisto U, jolle
¢lv: U — ¢(U) on isomorfismi, niin ¢ on lokaali isomorfismi.

Jos (My, g1) ja (Ma, g2) ovat Riemannin monistoja, joiden vélilld on (Riemannin) iso-
metria ®: (M, g1) — (Ms, g2), niin Riemannin monistot (M, g1) ja (Ms, g2) ovat isomet-
risid. Isometriset monistot ovat Riemannin geometrian kannalta saman objektin erilaisia
esitystapoja.

Propositio 3.1. Riemannin isometria ¢: (My,91) — (M, g2) on isometria metristen
avaruuksien (M, dg,) ja (Ms,dy,) vdlilld.

Todistus. Koska ¢ on diffeomorfismi, se antaa bijektion monistojen M; ja My sileiden
polkujen joukkojen vélille. Selvésti ¢(¢ o v) = £(~y) kaikille poluille : [a,b] — M, joten
véite seuraa helposti Riemannin etdisyysfunktion maaritelmasta. 0

Esimerkki 3.2 (Pallometriikka). Stereograafinen projektio S: S*—{e3} — R? = R?x {0}
pohjoisnavalta péivintasaajan tasolle on kuvaus, joka mééaritellddn asettamalla kaikille

r€S?— {63}
. il )
6(1:)_(1—%'371—(133)

Kuvaus S on diffeomorfismi, joka liittéd jokaiseen pisteeseen x € S? — {3} sen yksiki-
sitteisen pisteen tasossa R? (ajateltuna hypertasona R? x {0} avaruudessa R?), joka on
pisteiden e3 ja x kautta kulkevalla suoralla. Stereograafisen projektion kddnteiskuvauksen
lauseke on

& (y) (2y1,2ys, ylI> — 1)

AR

€3

Olkoon G5(p) positiividefiniitti matriisi, jolle patee

(67 9(X,Y)], = X, G2(p)Y,.
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Pullback-operaation mésritelmin mukaan jokaisessa pisteessi p € R? pitee kaikille X, Y €
T,R?

XTGy(p)Y = (671)gs(X,Y)
= gs((671). X, (671).Y)
= gs(D&™'(p)X, D& (p)Y')
= (D67 (p)X)' D& (p)Y
= XT(D& 1 (p))' D& (p)Y .
Siis G(p) = (D&~ (p))" DS (p) ja

s 4 4
(6 1)982

mﬁ = m ((dff ) (d932)2) .

Stereograafinen projektio on isometria Riemannin monistojen S*—{e3} ja (R?, (67!)*gs)
vélilld. Sen vuoksi monia pallon pinnan geometrisia tarkasteluja voidaan halutessa tehda
tasossa, joka on varustettu metriikalla (&1)*gg, jota voimme kutsua vaikka tason pal-
lometriikaksi. Esimerkiksi 0-keskisten ympyroiden pituudet on helppo laskea metriikassa
(671H*gg: Euklidisella yksikkdympyrilld tason pallometriikka yhtyy euklidisen Riemannin

metriikan kanssa ja muilla sateilld kerroinfunktio x — m on vakio. Saamme siis

lis—1ygs({r ER® |z =1}) = 1_% 7

Sateiden pituuksien laskeminen on myos suoraviivaista: Koska kierrot ovat ortogonaa-
likuvauksia ja siis euklidisen avaruuden isometrioita ja pallometriikan kerroinfunktio on
invariantti kierroilla, kaikki séteet ¢t +— tx, t > 0 ovat yhtéa pitkia. Niiden pituus saadaan
tutulla integraalilla

<2
(= / dt =2 lim arctan(t) = 7.
0

1+ 12 t—o0

Kayrd {z € R? : 5 = 0} pallometriikalla varustetussa tasossa voidaan parametrisoida
kéyrin pituudella kuvauksella vq: | — m, 7[— R?, joka miéritelladn o(t) = (tan(¢/2),0).

Nythéin
Yo(t) = (m7 0)

ja on helppo tarkastaa, ettd |§(¢)| = 1 kaikilla ¢. Talloin kaikille 7 < a < b < § pétee
(V) =b—a.

Propositio 3.3. Olkoon (M, g) Riemannin monisto. Riemannin isometriat f: (M,g) —
(M, g) muodostavat ryhmdin Isom(M, g), jonka laskutoimituksena on kuvausten yhdistdi-
minen.

Todistus. Harjoitustehtéva. 0

Kun V on aérellisulotteinen vektoriavaruus (siis lineaarisesti isomorfinen vektoriava-
ruuden R™ kanssa) on kitevdd samastaa tangenttiavaruus 7, M vektoriavaruuden V' kans-
sa merkitsemalld polun «,: ¢t — p + vt tangenttivektoria v, = @,(0). Kédytdmme téta
merkintdtapaa seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 3.4. Euklidinen avaruus E", pallo S™ ja hyperbolinen avaruus H" ovat térkeitéa
esimerkkejd Riemannin monistoista. On helppo tarkastaa, ettéa

(1) Ortogonaaliryhmé
O(n) = {A € GL,(R) : (Az|Ay) = (z|x) for all x,y € E"}
— A€ CL,(R): TAA =1,}.
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toimii Riemannin isometrioilla avaruudessa S"~!: Ajatellaan S*~! euklidisen avaruuden
E™ upotettuna Riemannin alimonistona kuten esimerkissi 2.2 Ortogonaalikuvauksen A dif-
ferentiaali on kuvaus dA: TS" ' — TS 1,

ClA(Up) = (A?})Ap .
joten kaikille u,v € T,S"! pitee

gS(upa Up) = gS(<Au)Ap7 (AU)A;D) = gS(dAua dAv) .

[sometriaryhmé toimii transitiivisesti Riemannin monistolla S™: Mik4 tahansa yksik-
kovektori w € S™ voidaan valita ortonormaalin kannan ensimméiseksi kantavektoriksi.
Téllainen kanta maarad ryhmén O(n) alkion, joka kuvaa standardikantavektorin e; vek-
toriksi w. Toistamalla sama argumentti dimensiossa n — 2 saadaan, ettd isometriaryhma
toimii transitiivisesti differentiaalin kautta yksikkotangenttikimpulla

T'S" ' ={veT's"':g(v,v)=1}.
(2) Euklidinen ryhméa
E(n)={z— Az +b: A€ O(n),b € R"}

toimii Riemannin isometrioilla avaruudessa E". Jalleen on helppo tarkastaa, ettd isomet-
riaryhma toimii transitiivisesti yksikétangenttikimpulla: Olkoon v, € TE". Télléin, kuten
edelld nahtiin, on ortogonaalikuvaus A,, jolle A,e; = v. Olkoon C,(x) = A,x + b. Talléin
Cyer = 0.
(3) Olkoot b € R ja A > 0. On helppo tarkastaa, ettd siirto x — = + (b,0) ja venytys
x — Az ovat hyperbolisen tason isometrioita. Hyperbolisen tason isometriaryhmé toimii
transitiivisesti hyperbolisella tasolla: Olkoon p € H? ja olkoon D,(z) = pex + p;. Talloin
D,(0,1) = p.

Tarkastelemalla esimerkiksi pisteen (0, 1) kiinnittdvien isometrioiden ryhméé voi néyt-
téa, ettd hyperbolisen tason isometriaryhma toimii transitiivisesti differentiaalin kautta
yksikkotangenttikimpulla 7 H?.

Esimerkki 3.5 (Torus). Olkoon ~ ekvivalenssirelaatio avaruudessa R?, joka mééritelldin
asettamalla x ~ y, jos ja vain jos  — y € Z%. Tekijaavaruus R?/Z? on d-ulotteinen torus.
Torus perii Riemannin moniston rakenteen euklidisesta avaruudesta seuraavalla tavalla:
Luonnollinen projektio pr: R¢ — RY/Z? on lokaali injektio, sen rajoittuma esimerkiksi
jokaiseen 1-séteisen avoimeen palloon on injektio.

Olkoon U, = pr(B(w, 1)) jokaiselle a € R™ ja olkoon ¢ = (pr|i(p1)) " Kokoelma
(Uw, @o)acrn, on kartasto toruksella R?/Z?. Asetetaan jokaisessa lokaalissa koordinaatissa
(Ua, ¢a) g =, dz’, @ dz!,. Olkoot ¢, ja ¢g kaksi lokaalia koordinaattia, joiden méaéritte-
lyjoukot leikkaavat. T&lloin koordinaatinvaihtokuvaus on siirto w — T (w) = w+k jollain
k € Z, joten metriikoiden g, ja g rajoittumat joukkoon U, NUz yhtyvat. Néin torukselle
R?/Z? saadaan Riemannin metriikka ¢ siten, ettd peitekuvaus pr on lokaali Riemannin
isometria.

Harjoitustehtavia.
3.1. Todista Propositio |3.3]
3.2. Maarité tason euklidisen Riemannin metriikan lauseke napakoordinaateissa.

3.3. Taydenna Esimerkissa aloitettu pallonpinnan S? kartasto lisidmailld toiseksi kar-
taksi stereograafinen projektio & eteldnavalta. Maarita kartanvaihtokuvauksen lauseke ja
tarkasta laskemalla, ettd se on isometria Riemannin monistojen (R* — {0}, (67!)*gs) ja

(R2 — {0}, (6~1)*gs) valilla.
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3.4. Olkoon 7v: [a,b] — (M, g) siled polku, jolle pétee §(t) # 0 kaikilla ¢ €]a, b[. Osoita,
ettd on siled aidosti kasvava kuvaus h: [0,£(7)], jolle |4 (y o h)(t)| = 1 kaikille ¢. Polku
~v o h on polun v parametrisointi kaaren pituudella

3.5. Osoita, ettd 1-ulotteisessa Riemannin geometriassa ei ole juurikaan tutkittavaa: Ol-
koot (M, g1) ja (Ma,ge) l-ulotteisia Riemannin monistoja ja olkoot p € My, ¢ € Ms.
Osoita, ettd pisteilld p ja g on avoimet ympéristot U > p ja V' 3 ¢, joiden vililld on
Riemannin isometria.

3.6. Osoita, ettd kuvaukset = — (—x1, x2) jax — W ovat hyperbolisen tason Riemannin
isometrioita.

3.7. Sanotaan, ettd Riemannin monisto (M, g) on symmetrinen avaruus, jos jokaisella
p € M on Riemannin moniston (), g) Riemannin isometria ¢, jolle pitee t,(p) = p ja
dip|r, i = —1d. Osoita, ettéd Riemannin monistot E?, S* ja H? ovat symmetrisié avaruuk-
sia.

3.8. Olkoon (M, ¢g) Riemannin monisto ja olkoon p € M. Olkoot (U, z) ja (V,y) kaksi
lokaalia koordinaattia, joille p € U N V. Miten Riemannin metriikan g lausekkeet néissé
kahdessa koordinaatissa liittyvat toisiinsa?
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4. LEVI-CIVITAN KONNEKTIO

Ajatellaan vektorikenttd X € 27 (R™) kuvaukseksi X : R" — R". Télloin differentiaa-
lilaskennasta tuttu suuntaisderivaatta DY X antaa jokaisessa pisteessd p € E"™ vektori-
kentan Y muutoksen toisen vektorikentan X antamaan suuntaan X,. Tutustumme nyt
konnektioihin, jotka antavat suuntaisderivaatan yleistyksen sileille monistoille.

Olkoon M siled monisto. Kuvaus V: 2 (M) x Z (M) — Z (M), (X,Y) — VxY, on
affitni konnektio, jos
(V1) Kuvaus W +— VW on R-lineaarinen kaikilla V',

(V2) Kuvaus V — VW on % (M)-lineaarinen kaikilla W,
(V3) Pétee Leibnitzin sddnto Vx(fY) = (X f)Y + fVxY kaikille f € 7 (M).
(V4) Kuvauksella V ei ole torsiota: VxY — Vy X = [X,Y].

Vektorikenttd V x Y on vektorikentén Y kovariantt: differentiaali vektorikentdn X suun-

taan

Esimerkki 4.1. Suuntaisderivaatta
(X,Y)» VxY =DY X = XY =) X(Y)9;=>_ X0y,
i i\
on affiini konnektio Riemannin monistolla E™". Huomaa vektorikenttien X ja Y jérjestys

lausekkeessa - yleensd DY X # DXY. Ominaisuudet (V1)-(V3) ovat suoraan tuttuja
differentiaalilaskennan kurssilta.

Talla kurssilla emme tarkastele konnektioita yleisessid tapauksessa vaan keskitymme
Riemannin geometrian kannalta keskeisen Levi-Civitan konnektion tarkasteluun]f Sano-
taan, ettd konnektio V on yhteensopiva metriikan kanssa, jos kaikille XY, Z € 2 (M)
patee

XgYV,Z2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ).

Lause 4.2. Jokaisella Riemannin monistolla on tdasmdlleen yksi konnektio, joka on yh-
teensopiva Riemannin metriikan kanssa.

Todistus. Todistus on havainnollisinta tehdd osoittamalla ensin, ettd viitteen mukaisia
konnektioita on korkeintaan yksi. Yksikésitteisyystodistus antaa niin paljon tietoa viitteen
mukaisesta konnektiosta, ettd voidaan osoittaa, ettd haluttu konnektio todellakin on.

Kayttadmalla médritelmén ehtoa (V4) yhteensopivuusehdon viimeiseen termiin, ehto
saadaan muotoon

Xg<Y7 Z) = g(vXY7 Z) +9(Y7 VZX) —|—g(Y7 [X7 Z])

Soveltamalla tatd yhtaloa vektorikenttien XY, Z kaikkiin syklisiin permutaatioihin ja
kiayttamalla Riemannin metriikan g symmetrisyttd saadaan

Xg(Y,2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y)

=9(VxY,2) +g(Y,VzX) +g(Y,[X, Z]) + 9(VvZ, X) + 9(Z,VxY) + g(Z,[Y, X])
—9(VzX,Y) - 9(X,VyZ) — g(X,[Z,Y])

=29(VxY, 2) +g(Y,[X, Z]) + 9(Z,[Y, X]) — 9(X, [Z,Y]) .

Jarjestamaélla tdméan yhtalon termit toisella tavalla saadaan tarked

YKonnektiot voidaan méiritells myos yleisemmisséi vektorikimppujen tilanteessa. Katso esimerkiksi
[Leell Luku 4].
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(Koszulin kaava)
2g(vXY7 Z) = Xg(Y> Z)+Y9<Z’X)_Z9(X’ Y)—g(}/, [Xv Z])_g(Z7 [K X])+9(X7 [Zv Y]) :

Koska konnektio esiintyy vain yhtdlon vasemmalla puolella ja tamé yhtalo patee kaikilla
vektorikentilld, niin ehdon toteuttavia konnektioita voi olla korkeintaan yksi.

Harjoitustehtdvissi [2.4 osoitimme, ettd kuvaus ®: 27 (M) — 27 (M), joka liittdd vek-
torikenttadn W € 27 (M) 1-muodon Ly, joka méaritellaan

LwZ = g(W. Z),

on isomorfismi. Harjoituksissa osoitetaan, ettd [Koszulin kaavan oikean puolen antama
kuvaus Lxy: Z (M) — F(M)
Lxy(Z) =Xg(Y,2)+Y g(Z,X) = Zg(X,Y) = g(Y,[X, Z]) — g(Z, [V, X]) + g(X, [Z,Y])
on % (M)-lineaarinen, siis 1-muoto. Asetetaan V%Y = ®!(Lxy). Vektorikenttd V%Y
siis toteuttaa ainoana vektorikentténa Koszulin kaavan.

Tarkastetaan, ettd V on todellakin konnektio: Ehto (V1) on ilmeinen. Ehdon (V2)
tarkastamiseksi olkoon f € % (M). Koszulin kaavan mukaan kaikille X|Y, 7 € 2 (M)

pétee (kdyttamalld Riemannin metriikan .% (M )-lineaarisuutta, Leibnitzin séént6é ja Lien
tulon ominaisuuksia)

29(VyxY, Z)
=[Xg9(Y,2)+Y g(Z, fX)-Z g(fX,Y)
—g(Y,[fX,Z]) — g(Z, Y, fX]) + g(fX,[Z,Y])

=fXg(Y,2)+Y fg(Z, X)+ fY 9(Z,X) = Zf g(X,Y) = fZ g(X,Y)

—g(Y, fIX, Z] - ZfX) —g(Z,[Y, X] + Y fX) + g(f X, [Z,Y])
=fXg(Y,2)+Y fg(Z, X)+ fY 9(Z,X) = Zfg(X,Y) = fZ g(X,Y)

—g(Y fIX, Z)) + Zfg(Y, X) — g(Z,[Y, X]) = Y fg(Z, X) + g( X, [Z,Y])
= f(Xg(V.2)+Y g(Z, X) - Zg(X,Y) = g(Y,[X, Z]) — g(Z,[Y, X]) + 9(X, [Z,Y)))
= 29(VxY, Z) = 2(JVxY, Z),

misté véite (V2) seuraa. Loput ominaisuudet tarkastetaan harjoituksissa. O
Seuraus 4.3. Jokaisella siledlld monistolla on konnektio.

Todistus. Proposition nojalla jokaisella siledlla monistolla on Riemannin metriikka ja
Lauseen [4.2] nojalla silld on siis Levi-Civitan konnektio. O

Lauseen vksiloimaa konnektiota V = V9 kutsutaan Levi-Civitan konnektioksi tai
kanoniseksi konnektioksi.

Esimerkki 4.4. Euklidisen avaruuden E" Levi-Civitan konnektio on tavallinen suuntais-
derivaatta:

VxY =DY X.

Koordinaateilla laskemista varten méaarittelemme Christoffelin symbolit Ffj konnektion
koordinaattivektoreilla saamien arvojen kertoimina:

Vo0j=> T ok
k=1
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Sanotaan, ettd vektorikenttd Y on yhdensuuntainen (paralleeli), jos VxY = 0 kaikille
X € Z'(M). Christoffelin symbolit mittaavat, kuinka paljon koordinaattivektorikentét
poikkeavat yhdensuuntaisesta.

Gim  im _ 09isy.

1
k km
Lemma 4.5. I'j; = - E g ( ; . -

2

m

Todistus. Koska koordinaattivektorikentat kommutoivat, Koszulin kaava antaa

a im aim az
22nggm—2g ZF 01, 0) = 2 9(V 5,05, ) = 5;2_ + 8ng _ 99

ox™

josta kertomalla metrisen tensorin kadnteiselld saadaan véite. 0

Lemman [£.5] perusteella saadaan Levi-Civitan konnektion lauseke koordinaateissa:

Propositio 4.6. Kaikille X,Y € 2 (M) pdtee

VyY = E:xnfa-%E:y*vX@,
_ Z (ZXJ@ Y’ +ZF’kXJYk

Todistus. Harjoitustehtéva. 0

Esimerkki 4.7. (1) Riemannin monistolla E” Christoffelin symbolit ovat kaikki nollia
koska metrinen tensori g;; = d;; on vakio. Saman niakee myos vertaamalla Proposition
ja Esimerkin lausekkeita.

(2) Hyperbolisen tason puolitasomallin Riemannin metriikalla
dij
9ij = —5
x5
ja helppo lasku osoittaa, ettd Christoffelin symbolit ovat

Fh:l—%Q:F%Q:Fgl:Ov

1
rl,=rl =T%=——
12 21 22 To
1
r2, =—.
11 Ty

Esimerkiksi (kiyttdmalla heti sitd, ettd vain diagonaaliset alkiot ovat nollasta poikkeavia)

Fi2 _ lzglm(ag%n X 0Gim _ a912)

2 — oxt 0x? ox™
_ 1 11(8921 9911 _ 8912)

2 ozt 0x? oxl

1 y0gn 1

— 27 922 T
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Harjoitustehtavia.

4.1. Osoita, ettd suuntaisderivaatta (X,Y) — DY X on Levi-Civitan konnektio Rie-
mannin monistolla E™. Riittaé tarkastaa, ettd se on torsioton ja yhteensopiva euklidisen
Riemannin metriikan kanssa.

4.2. Olkoot X,Y € .Z(M). Osoita, ettd kuvaus Lyy: 2 (M) — .F (M),
Lxy(2)=Xg(Y,Z2)+Y g(Z, X) = Zg(X,Y) = g(Y,[X, Z]) = g(Z,[Y, X]) + 9(X,[Z,Y])
on .% (M )-lineaarinen.

4.3. Tarkasta affiinin konnektion ominaisuudet (V3) ja (V4) ja konnektion yhteensopi-
vuus metriikan kanssa Lauseen [4.2] todistuksessa.

4.4. Todista Propositio [4.6]
4.5. Tarkasta, ettd Proposition [4.6] antama lauseke méérittelee affiinin konnektion.

4.6. Maarita Levi-Civitan konnektio euklidisen tason napakoordinaateissa Christoffelin
symbolien avulla.

4.7. Olkoon V: 2 (M) x Z (M) — 2 (M) kuvaus, jolla on affiinin konnektion miri-
telmén ominaisuudet (1)—(3). Olkoon T': Z (M) x & (M) — Z (M) kuvaus, joka maa-
ritelladn

T(X,Y)=VxY —-VyX —[X,Y].
Osoita, ettid T on tensori (yleistetyssi mielessd). Titd kuvausta kutsutaan konnektion V
torsiotensoriksi.
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5. YHDENSUUNTAISSIIRTO KAYRAA PITKIN

Luvussa [3|samastimme vektoriavaruuden R" jokaisen tangenttiavaruuden 7,R" euklidi-
sen avaruuden E” kanssa "luonnollisella tavalla", joka vastaa affiinien suorien t — xo+t vy
yhdensuuntaisuuden késitetta. Differentioituvalla monistolla, jolle ei ole annettu lisdraken-
netta ei ole téllaista luonnollista eri pisteiden tangenttiavaruuksien identifiointia. Luvussa
tarkastellun Levi-Civitan konnektion avulla saamme samastuksen, joka tosin riippuu
kaytettavasta polusta.

Olkoon M siled monisto ja olkoon v: I — M siled polku. Kuvaus X : I — T'M, jolle pa-
tee mo X = v on wvektorikenttd polkua ~y pitkin. Vektorikentat polkua v pitkin muodostavat
R-vektoriavaruuden 2 (7).

Esimerkki 5.1. (1) Olkoon M siled monisto. Polun v: I — M tangenttivektorit mé&é-
raavat vektorikentéan 4: I — M polkua ~y pitkin.

(2) Olkoon ~: I — M polku ja olkoon X € 2 (M). Talloin vektorikentén X rajoittu-
ma polulle v on X|, = X oy € 2°(v).

Seuraavan tuloksen avulla voimme maéaritella mielekkaalla tavalla derivaatan vektori-
kentille kiyrdé pitkin. Proposition kohdan (2) ehto on ilmaistu affiinin konnektion avulla.
Téssé on hyvd huomata, ettd ehdon (V1) nojalla kuvaus V' +— Vi W on tensori yleiste-
tyssa mielessa. Télla tensorilla on arvo jokaisessa pisteessd p € M samaan tapaan kuin
luvussa [I.5] Erityisesti jokaiselle v € T, M on yksikésitteinen hyvin mééritelty tangentti-
vektori V,W € T),M.

Sovellusten kannalta on riittédvaa rajoittua polkuihin, joiden derivaatta on nollasta poik-
keava kaikkialla. Sanomme téllaista polkua sddnndlliseksi. Jatkossa tarkastelemamme po-
lut ovat sdannéllisia tai vakiopolkuja.

Propositio 5.2 (Kovariantti derivaatta kidyrad pitkin). Olkoon M Riemannin monisto
ja olkoon ~v: I — M sadnnollinen polku. On tdsmdlleen yksi R-lineaarikuvaus

D
= 2 ()= (),
jolla on seuraavat ominaisuudet:

(i) kaikille f € F (1) ja kaikille Y € Z () pdtee Leibnitzin sddnti
D D
ZUY) =Y + [y
SUY) =Y T
(i) kaikille X € 2" (M) pitee
D
X0 = Vi X.

Todistus. Osoitetaan ensin yksikésitteisyys: Tarkastellaan tilannetta, jossa polun v kuva
sisaltyy yhteen lokaaliin koordinaattiymparistoon. Talloin kayttamaélla tangenttiavaruu-
den esitysta lokaaleissa koordinaateissa saadaan jokaisella t € I

= Z Y"(t)é?ilv(t)

Vektorikenttd polkua pitkin on nyt siis esitetty lineaarikombinaationa koko koordinaat-
tiymparistossa méériteltyjen vektorikenttien rajoittumista.
Kuvauksen . R-lineaarisuuden ja Leibnitzin sd&nnén nojalla saamme

—Y_dtZY’8 —Zdwa _Z(Yl a+ZW
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Koska koordinaattivektorikentét on méaritelty koko ympéristossa ja voidaan ajatella koko
monistolla maaritellyiksi toyssyfunktion avulla kuten Lemmassa tehtiin, ominaisuus
(ii) antaa

(2) %Y = Z(Yi)’ai + Z YiV.,0; .

Siis Levi-Civitan konnektio méiraéa R- hneaarlkuvauksen 7 Yksikasitteisesti, jos téllainen
kuvaus on.

Maéaritelladn % lausekkeella ja osoitetaan, ettd se on haluttu kuvaus. Operaation
R-lineaarisuus on selvd. Olkoot sitten X € Z'(v) ja f € % (7). Funktioiden Leibnitzin
sadnnolla saamme

%(f)o:Z(le Y0+ 3 S XD,
_fZX8+fZ a+2fxv,a

=f'X —X
PX 4 FOX

joten ehto (i) pitee. Olkoon Y vektorikentin X = Y X'0; rajoittuma polulle . Téllsin
kayttamalla Proposition [4.6] ensimmaéista yhtdlod kolmannen yhtalon paittelemiseksi alla

saamme
ZthZ 8»+ZXZ t '(t)ai
_27 X8+ZX1 )V )0
— vﬁ .
joten myos (ii) pétee. O

Edellisessa tuloksessa maériteltya R-lineaarista operaattoria (2 sanotaan indusoiduksi

kovariantiksi derivaataksi. Sanomme, etta vektorikenttd X pitkin polkua v on yhdensuun-
tainen, jos %X = 0.

Propositio 5.3. Olkoon M Riemannin monisto ja olkoon ~v: I — M sdanndllinen polku.
Olkoon tg € I ja olkoon v € T,y M. On tismdlleen yksi yhdensuuntainen siled vektori-
kentti X € 2 (v), jolle X(to) = v.

Todistus. Lokaaleissa koordinaateissa Christoffelin symbolien avulla kirjoitettuna yhden-
suuntaisuusehto on ensimmaisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtéléryhmé

(3) Z ) 0 —|—ZF o’yX ajjo'y)a

7,k

Talla yhtalolld on yksikésitteinen ratkaisu koko méérittelyvalilladn, katso esimerkiksi [Par,
Lause 8.1] tai [Har, Cor. II1.5.1]. O

Olkoon 7: [a,b] — M s@annollinen polku. Proposition nojalla méaritellaan yhden-
suuntaissiirto polkua vy pitkin P.: Thq)M — T4 M asettamalla jokaiselle v € T M
tangenttivektoriksi P,(v) € T, M tangenttivektorin v méérddmén yksikésitteisen yh-
densuuntaisen vektorikentén (polkua v pitkin) arvo pisteessi b.

Seuraava ominaisuus on helppo tarkastaa ketjusadnnon avulla:
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Propositio 5.4. Yhdensuuntaissiirto polkua pitkin on risppumaton polun parametrisoin-
nista. 0

Seuraava ominaisuus helpottaa sdannollisten polkujen tarkastelua:

Lemma 5.5. Olkoon v: |a,b] sddnndllinen polku. Olkoot a < ay < by < b siten, et-
td |y sisdltyy yhteen koordinaattiympdristoon ja polku ei leikkaa itseddin. Olkoon f €
F(la,b]). Tdlloin on F € F (M), jolle F(~(t)) = f(t) kaikilla t € |ag, bo].

Todistus. Katso esimerkiksi [Hel, Lemma I.5.1]. O

Saénnollisia polkuja tarkastellessa rajoittumalla riittavin lyhyelle méérittelyvélille on
jatkuvat funktiot Y € F (M), joille Yi((t)) = Y'(¢).

Lemma 5.6. Olkoon (M, g) Riemannin monisto ja olkoon ~y: I — M sddnnéllinen polku.
Olkoot Zy,Zy € Z (). Talloin

d D D
%9(217 ZQ) - g(%zl, Z2) -+ g(Zl, EZQ) .

Todistus. Lemman nojalla voimme olettaa, ettd Z; = Zl|7 ja Z; = Zl|y joillain
Zy, Zy € Z'(M). Muistamme kurssilta DG, ettd

d d

dt = 2| 9(Z(1). Z((1)) = H(to)9(Z1, Z2)

t=to

9(Z1(t), Z2(t))

t=to

Olkoon X vektorikenttd, jolle X (v(t)) = 4(to). Levi-Civitan konnektion yhteensopivuu-
den ja indusoidun kovariantin derivaatan ominaisuuden (ii) nojalla

Sl 02, 2) = Xl 021, 22
= 9(Vs0) 21, Z2)(7(to)) + 9(21, Vo) Z2) V(o))
= 4521 %) (1(t0)) + 9(Z, 5 Z2) 1 {t0) a

Propositio 5.7. Olkoon (M, g) Riemannin monisto ja olkoon ~y: |a,b] — M sddnnéllinen
polku. Yhdensuuntaissiirto P: (TyayM, gly)) = (TywyM, glywy) on lineaarinen isometria.

Todistus. Kuvaus P, on lineaarinen isomorfismi koska se madraytyy lineaarisen differen-
tiaaliyhtalon ratkaisusta. Se on isomorfismi Lemman [5.6| nojalla, koska yhdensuuntaisten
vektorikenttien 7, Zo € 2 () indusoidut kovariantit derivaatat ovat méaaritelmén mu-
kaan nollia. OJ

Proposition [5.7]nojalla siis suuntaissiirto séilyttéaa tangenttivektorien pituudet ja niiden
valiset kulmat.

Esimerkki 5.8. (1) Euklidisessa avaruudessa indusoitu kovariantti derivaatta & on po-
lusta riippumaton: Kaikille vektorikentille polkua ~ pitkin pitee ZX (¢) = X (t). Yhden-

suuntaisuusehdon
X(t)=0
X(to) =

ratkaisu on vakiokenttd X (¢) = v, joten yhdensuuntaissiirto on identtinen kuvaus luon-
nollisissa koordinaateissa.

(2) Tarkastellaan yhdensuuntaissiirtoa hyperbolisessa tasossa H? imaginaariakselia pitkin.
Olkoon v: R — H? polku (¢) = ¢'. Etsitain yhdensuuntainen vektorikenttd X € 27(y),
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jolle X(0) = X, € T{p1) on miké tahansa tangenttivektori. Esimerkissi [4.7] médritimme
hyperbolisen tason Christoffelin symbolit, joiden avulla saamme differentiaaliyhtéloparin
X143 ThoyXfi=0
jk
X243 1% 0y X9 =0
jk
Yhtaloparin summat yksinkertaistuvat huomattavasti, koska v2 = 0 ja monet Christoffelin
symboleista ovat myo6s nollia. Sievennysten jélkeen jaa yhtélopari X — X = 0, jonka
ratkaisu alkuarvolla X (0) = X on X (t) = €' Xo.

Suuntaissiirretyt tangenttivektorit ovat siis samastuksen 7, M = R? jilkeen yhdensuun-
taisia alkuperéisten kanssa mutta niiden euklidinen pituus saadaan kertomalla alkuperai-
nen pituus kertoimella e. Mutta huomaa, etta v(t), = €, joten hyperbolinen pituus sailyy
kuten pitadkin.

Harjoitustehtavia.

5.1. Madrita yhdensuuntaissiirto hyperbolisessa tasossa polkua v: R — H?, y(¢) = (,1)
pitkin. Tarkastele erityisesti, miten polun ~ tangenttivektori 4(0) kuvautuu suuntaissiir-
rossa.

5.2. Vertaa yhdensuuntaissiirtoa pitkin polkuja vo: | — 7, 7[— R?,

0(t) = (tan(t/2),0)
and 7;: R — R?,

v (t) = (cost,sint)
tasossa R?, joka on varustettu euklidisella Riemannin metriikalla ja toisaalta Esimerkissi
tarkastellulla pallometriikalla gg =

4
(+ay+a3)? IB-

5.3. Miiritd suuntaissiirto seuraavia pallon S? kolmioita pitkin. Aloita etelinavalta. Kulje
paivintasaajalle sitd isoympyréaa pitkin, joka kulkee Greenwichin kautta. Kulje péivéinta-
saajaa pitkin itddn ¢ pituusastetta. Siirry sitten takaisin eteldnavalle isoympyraé pitkin.
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6. GEODEESIT

Riemannin moniston (M, g) geodeesi on polku v: I — M, jonka tangenttivektorikenttéa
4 € Z () on yhdensuuntainen polkua 7 pitkin. Geodeesit ovat siis geodeesisen differen-
tiaaliyhtilén 2+ = 0 ratkaisuja. Erityisesti, jos v on geodeesi, niin sen nopeus || on vakio
Proposition [5.7 nojalla.

Tarkastellaksemme kysymysté geodeesien olemassaolosta on hyvé kirjoittaa geodeesin
madritteleva differentiaaliyhtilo koordinaateissa, jolloin differentiaaliyhtdloiden teoria on
kiytettdvissd. Lokaaleissa koordinaateissa kirjoitettuna geodeesinen differentiaaliyhtilo
on yhtalon perusteella

, , d d, .
4 "o )0, I oy — (2% oy)— (27 07)0; = 0.
(4) le(x o) —}—; kO dt(w o'y)dt(x o)
Yhtalo on tapana kirjoittaa lyhyemmin jattamélla polku + merkitsematta. Talloin
etsitiiin kuvausta z = (z*,2?%,...,2"): [ — R joltain avoimelta vililti I C R, joka

toteuttaa

d2i -djdk
w yr T _g1<i<n.

az T2y

j
Taméa yksinkertaistaa merkintoja ja vastaa differentiaaliyhtiloiden tavallista kiytantoa.
Geodeesinen differentiaaliyhtélo on toisen kertaluvun epélineaarinen differentiaaliyhtalo.
Picardin ja Lindel6fin olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen ja sileystarkastelujen avulla
saadaan tirked tulos.

Lause 6.1. Olkoon M Riemannin monisto ja olkoon p € M. Tdilléin on pisteen p avoin
ympdristo U C M ja § > 0 siten, ettd jokaisella ¢ € U ja jokaisella v € T,M, |v| < 0,
on yksikdsitteinen geodeesi v,, joka on mddritelty vililla [—1, 1], jolle ,(0) = ¢ = 7(v) ja
70(0) = v.

Todistus. Jokaisella alkuarvotehtévalld, jossa kiinnitetddn tangenttivektori vy € Tp,, M (siis
paikka ja suunta, koordinaattiesityksessa piste xy koordinaattikuvauksen kuvajoukossa ja
ensimmaéisen derivaatan arvo yo € R") jollain ajanhetkelld ¢y, on yksikésitteinen ratkaisu
jollain valilla |to — 6, tg 4+ d[, 6 > 0. Liséksi alkuarvotehtavén ratkaisut riippuvat jatkuvasti
alkuarvoista. Katso esimerkiksi [Par, Luku 4.2| tai [Har, Luvut II ja V]. O

Geodeesisella alkuarvotehtavilld on maksimaalinen maéarittelyvali. Talla valilla méari-
teltya ratkaisua kutsutaan maksimaaliseksi geodeesiksi. Riemannin monisto, jonka jokaisen
maksimaalisen geodeesin maarittelyvili on R, on geodeesisesti taydellinen.

Lemma 6.2. Olkoon v, tangenttivektorin v € T(M) mddrddmd maksimaalinen geodeesi
ja olkoon ¢ € R. Talldin ve,(t) = vo(ct) kaikille t geodeesin v mddrittelyjoukossa.

Todistus. Olkoon 7(t) = ~,(ct). Tallsin ¥(t) = cv,(t) kaikilla ¢, joten erityisesti pétee
7¥(0) = v,(0) = cv. Lisiksi on helppo tarkastaa sijoittamalla, ettd 7 on geodeesisen
differentiaaliyhtélon ratkaisu. Véite seuraa nyt ratkaisun yksikésitteisyydesta. 0

Esimerkki 6.3. (1) Euklidiset suorat ovat euklidisen avaruuden geodeesit. Geodeesinen
. . . e1ee d2zt

dlffergntlaallyhtalo on nyt 75 =

joillain a,b € R.

(2) Milld tahansa Riemannin monistolla M ja milld tahansa pisteelld p tangenttivekto-

riangenttivektori 0, € T,M maaraa vakiokuvauksen ¢ — p, joka on maaritelty kaikilla

reaaliluvuilla.

0, ja sen ratkaisut ovat tasmalleen kuvaukset ¢ — at + b

Maééaritelméansi nojalla geodeesit ovat suoria polkuja. Esimerkin nojalla ne ovat
euklidisen avaruuden suorien (lokaaleja) vastineita.
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Propositio 6.4 (Levi-Civitan konnektion luonnollisuus). Olkoon ¢: (M, g) — (N, h) lo-
kaali Riemannin isometria. Tdlloin

VZ*X¢*Y = (b* (V%Y)
kaikille X, Y € 2" (M)

Todistus. Kaytetdaan [Koszulin kaavap, pullbackin méaaritelméé ja toisiinsa liittyvien vek-
torikenttien méaritelméad ja niiden yhteensopivuutta Lien tulon kanssa:

2h(ViyxdoY, doZ)(6(p))
= doX |y W(dDY, dpZ) + dY | o) MddZ, dpX) — dpZ| () M(dd X, dpY)
—h(dgY, [dp X, doZ])(4(p)) — M(ddZ, [deY, dpX])(d(p)) + h(doX, [doZ, ddY])(¢(p))
=X, 9(Y,2) +Y|,9(Z, X)-Z], g(X,Y)
—9(Y,[X, Z))(p) — 9(Z,[Y, X])(p) + 9(X,[Z,Y])(p)
= 29(V%Y, Z) = 2h(dpV5Y, doZ) .

Koska ¢ on isometria, viite seuraa Levi-Civitan konnektion yksikésitteisyydesté. U

Propositio 6.5. Olkoon ¢: M — N lokaali isometria. Olkoon v geodeesi monistolla M.
Talloin ¢ oy on geodeesi monistolla N .

Todistus. Seuraa Levi-Civitan konnektion luonnollisuudesta, Propositio [6.4] O

Esimerkki 6.6. Olkoon ~; ekvivalenssirelaatio tasossa R?, joka médritelldsin asettamal-
la x ~q y, jos ja vain jos x —y € Z x {0}. Kuvaus pry: E* — E? ~; on lokaali isomet-
ria euklidisesta tasosta euklidiselle sylinterille C; = E?/ ~1, jonka Riemannin metriikka
méiritelliin kuten Esimerkissi 3.5

Jos L,p: R — E?, a,b € R? on geodeesi

La7b(t) =a+ bt

euklidisessa tasossa E2, niin Proposition nojalla pr; oL on geodeesi Riemannin monis-
tolla €. Huomaa, ettéd pr, oL, on jaksollinen eli suljettu geodeesi tésmalleen silloin, kun
beRx{0}:

k
pry oLg,(t + 5) = pry(a+ bt + k) = pry oL, (t)

kaikille k£ € Z. Muilla parametrin b arvoilla geodeesit eivét ole suljettuja.
Vastaavasti, jos pry: E* — E?/Z? on esimerkissi tarkasteltu lokaali peitekuvaus
néhdédén, ettd geodeesi pryolL,;, on suljettu, jos ja vain jos g € QU {oo}. Muutoin

geodeesi(n) pry oL, (kuvajoukko) on tihes.

Esimerkki 6.7 (Geodeesit pallolla). Pallon S? isoympyrit parametrisoituna kaaren pi-
tuudella ovat tisméilleen Riemannin moniston S? geodeesit, joiden nopeus on 1. Yksityis-
kohdat tehddan harjoituksissa.

Esimerkki 6.8 (Geodeesit hyperbolisessa tasossa). Polku vo: R — H?, vo(t) = (0,¢€') on
geodeesi, jonka nopeus on 1 ja sille pitee 70(0) = (0,1) ja 7,(0) = (0,1)0,1)-

Olkoon § < a < 7§ ja olkoon ¢, inversio ympyrissi, jonka keskipiste on (cot a, 0). On
helppo tarkastaa, etti ¢, on isometria, joka kiinnittdd pisteen (0,1) € H2. Sen differen-
tiaali dio(0,1) on peilaus suoran suhteen, joka muodostaa kulman a vektorin (0, 1) 1)
kanssa. Siis jokaiselle v € T(o 1)H?, jolle |v] = 1, on isometria ¢ siten, etté ¢(0,1) = (0,1) ja
dL((O, 1)(0’1)) = .

Olkoon v € TM, |v| = 1. T&llsin Esimerkin [3.4](3) ja edelld tehdyn huomion nojalla on
isometria F,, = D, 01, sopivilla p € H? ja T < a < I siten, ettéd dF,(50(0)). Proposition
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nojalla 7, = F, o0y, on geodeesi, jolle 4,(0) = v. Lauseen [6.1| nojalla nimé ovat kaikki
hyperbolisen tason geodeesit, joiden nopeus on 1.

Geometriasta saatamme muistaa, ettd inversiot ovat konformikuvauksia, jotka kuvaa-
vat euklidiset suorat suorille tai ympyroille, jotka ovat kohtisuorassa suoraa R x {0} vas-
taan. Hyperbolisen tason geodeesit ovat siis tdsmaélleen kaikkien téllaisten kdyrien joukko
parametrisoituna vakionopeudella.

Tarkastelemamme esimerkit osoittavat, etti euklidinen taso, pallon pinta S? ja hyper-
bolinen taso H? ovat geodeesisesti tiydellisis avaruuksia.

6.1. Eksponenttikuvaus. Olkoon 7, tangenttivektorin v € T(M) méérddméa maksi-
maalinen geodeesi. Olkoon & (M) tangenttikimpun 7'(M) osajoukko, joka koostuu niis-
td tangenttivektoreista v € T(M), joille 7, on méaritelty ainakin vélilla [0, 1] ja ol-
koon &, = &(M) N T,(M). Riemannin moniston (M, g) eksponenttikuvaus on kuvaus
exp: & — M, joka méaritelladn asettamalla jokaiselle v € T'M

exp(v) = 7,(1).

Olkoon exp,, eksponenttikuvauksen rajoittuma joukkoon &,.
Propositio 6.9. Eksponenttifunktio on siled kuvaus ja &(M) on avoin.

Todistus. Viite seuraa siité, ettd geodeesisen differentiaaliyhtélon ratkaisut riippuvat si-
leéisti alkuarvoista, katso esimerkiksi [Har, §V .4]. 0J

Lemman nojalla
exp(tv) = Y (1) = (1),
joten eksponenttifunktio kuvaa janan Rov N &, maksimaaliseksi geodeesiksi |7,|. Tésta

seuraa, ettd &, on tdhtimdinen jokaisella p € M: jos w € &), niin tw € &, jokaisella
te0,1].

Esimerkki 6.10. (1) Tarkastellaan Euklidisen avaruuden eksponenttikuvausta. Samas-
tetaan T,E" avaruuden E" kanssa. Tilloin exp,(v) = p + v kaikilla v € T,E".

(2) Olkoon p € S? ja tarkastellaan eksponenttikuvausta exp,: T,5? = pt — S2 Osoite-
taan, etta

uw .
exp,,(u) = pcos(|ul) + Tl sin(ful),
kun u # 0.
Pisteen p kautta kulkevat isoympyrit ovat joukkoina muotoa S? N P, missi P on origon
kautta kulkeva lineaarinen taso. Olkoon u € T,S? = p*. Harjoituksissa tarkastetaan, ettd
kuvaus

Yu: t > peos(|ult) + % sin(|ul t)
u

on geodeesi, kun |u| = 1 ja sama pitee yleisesti Lemman [6.2| nojalla.

Propositio 6.11. Jokaisella p € M on pisteen 0, € T,M avoin ympdiristo U siten, ettd
exp, |v on diffeomorfismi kuvalleen.

Todistus. Tangenttiavaruus 7, on vektoriavaruus, joten sen tangenttiavaruuden alkiot ovat
muotoa p(0), missé p: [ — T, on kuvaus p(t) = tv jollain v € T, M. Kdyttdmalla ekspo-
nenttifunktion méairitelmaa saadaan

dexp,(vo) = dexp, 5(0) = (exp, 9p)/(0) = 4,(0) = v

Siis eksponenttikuvauksen exp,, differentiaali on kanoninen isomorfismi 7o7,M — T),M,
erityisesti se on siis lineaarinen isomorfismi. Viite seuraa ki&nteiskuvauslauseesta. O
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Proposition antamaa pisteen p avointa ympéristod exp,(U) sanotaan normaaliym-
paristoksi.

Seuraus 6.12. Olkoon U pisteen p € M normaaliympdristé. Jokaiselle g € U on yksikd-
sitteinen geodeesi vy, jolle v(0) = p, v(1) = q ja ([0, 1]) sisdltyy joukkoon U. O

6.2. Normaalikoordinaatti. Eksponenttikuvauksen exp, avulla saadaan jokaisen pis-
teen p € M normaaliymparistoon koordinaattijarjestelma, joka kayttaytyy erityisen hyvin

pisteen p ldhella. Olkoon U pisteen p € M normaaliymparisto ja olkoon eq, es, ..., e, tan-
genttiavaruuden 7, M ortonormaali kanta. Pisteen ¢ € U normaalikoordinaatit (kannan
€1, €, ..., e, suhteen) x'(q) ovat pisteen expgl(q) koordinaatit kannan eq, es, ..., e, suh-
teen:

expgl(q) = Z 7'(q) e .
i
Eksponenttifunktion méaritelmé antaa suoraan seuraavan havainnon:

Lemma 6.13. Pisteen p kautta kulkevat geodeesit ovat normaalikoordinaateissa lineaa-
risten sSuorien janoja. 0

Nnormaalikoordinaattien nimi tulee epailemétta siitd, ettd koordinaatilla on seuraavat
erityisomonaisuudet:

Propositio 6.14. Olkoon x normaalikoordinaatti pisteessi p € M. Tdlloin g;;(p) = 6;;
ja Ffj (p) = 0.
Todistus. Riemannin metriikan lauseketta koskevan véitteen osoittamiseksi riitaa tarkas-
taa, ettd e; = 0;(p) kaikilla p. TAmé& on uskottavaa konstruktiosta ja helppo tarkastaa:
Josv=">,a'e; € T,M, saadaan v = %,(0) = Y. a’9;|,.

Koska pisteen p kautta kulkevan geodeesin 7, lauseke on lineaarinen

T(t) = tz a‘e;
sijoittamalla se geodeesiseen differentiaaliyhtéloon saadaan

(5) Z Il (p)a'a’ =0

kaikille k. Ajatellaan lauseketta (b)) kiintedlld & neliomuodon lausekkeena. Polarisaatio-
lemman (Harjoitus nojalla Ffj = 0 kaikilla 4, j, k. 0

Riemannin metriikan lauseke normaalikoordinaateissa antaa mielenkiintoisen analogian
pallon S? ja hyperbolisen tason vilille:

Propositio 6.15. Olkoon (M, g) yksi Riemannin monistoista S*, E? tai H? ja olkoon p €
M. Samastetaan tangenttitaso T,M avaruuden R? kanssa. Olkoon g Riemannin metritkan
(exp,)*g esitys tason E* napakoordinaateissa (r,0). Talloin

(1) g = dr? + sin®(r) d6?, jos M = S?

(2) g =dr*+r?db?, jos M = E?

(8) g = dr? + sinh®(r) d6?, jos M = H?

Todistus. Euklidista tasoa koskeva viite on selvi. Tarkastellaan Riemannin monistoa S2.
Eksponenttikuvaus exp,, on diffeomorfismi pallossa B(0, ), differentioituvuuden voi tar-
kastaa esimerkiksi potenssisarjaesityksen avulla.

On helppo néhdi, etti séteittéiset geodeesit ¢ — exp, (tv) ovat kohtisuorassa ympyréita
{x € §? : d(p,x) = r} vastaan. Metriikan lauseke saadaan siis selville symmetrioihin
vetoamalla, kun laskemme ympyroiden piirit. Mutta tdméa on helppo lasku euklidisella
geometrialla: Oletetaan, ettd p = (0,0, —1). T&llin r-sdteinen p-keskinen ympyrd on
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{r € §* : 23 = —cosr} ja sen pituus on 27sinr. m Siis napakoordinaateissa metriikan
kulmakomponentin kerroin on sin®r.
Hyperbolisen tason tapaus jatetdan harjoitustehtéaviksi. 0

Harjoitustehtavia.
6.1. Todista Propositio [6.5]
6.2. Osoita, ettd polku ¢ — (cost,sint, 0) on geodeesi Riemannin monistolla S?.

6.3. Miirits kaikki Riemannin moniston S? maksimaaliset geodeesit, joiden nopeus on 1.
6.4. Kuvaus F': B(0,1) = {z € R* : 21 > 0},

(21,1 — [|=[|*)

x?+ (z2 + 1)°

on diffeomorfismi. Osoita, ettd se on isometria Riemannin monistolta (B(0, 1), (1_4"%)
hyperbolisen tason puolitasomallille. Riemannin monisto (B(0, 1), (1_4“%) on hyperbo-
lisen tason Poincarén kiekkomalli.

F(x) =

6.5. Maaritd hyperbolisen tason Poincarén kickkomallin maksimaaliset geodeesit, joiden
nopeus on 1.

6.6. Madrita hyperbolisen tason Poincarén kiekkomallin eksponenttikuvaus origossa 0 €
B(0,1).

6.7. Madrita hyperbolisen tason p-keskisen r-séteisen ympyran piiri ja metriikan lauseke
pisteen p normaalikoordinaateissa napakoordinaatin avulla.

6.8. Osoita, ettd Riemannin monisto on yhtendinen, jos ja vain jos mitkéa tahansa kaksi
pistettd voidaan yhdistda paloittain geodeesisella polulla.

6.9. |Polarisaatio| Olkoon (-,-) sisdtulo reaalisessa vektoriavaruudessa V. Olkoon ¢ si-
satulon (-,-) madrddma neliomuoto ¢(x) = (z,z). Osoita, ettd sisdtulo (-,-) madraytyy
yksikésitteisesti, jos neliomuoto tunnetaan.

IOn selvii, ettd siteittiiisen geodeesin pituus antaa etiisyyden pisteesti p.

2Vihje: Kéytd stereograafista projektiota.
7Vihje: Kayta Poincarén mallia.
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7. RIEMANNIN MONISTO METRISENA AVARUUTENA.

Olkoot zy € R" ja vy € S~ 1. Affiini suora t — x¢ + t vy antaa lyhimmsén reitin minks
tahansa kahden sille kuuluvan pisteen valille. Téssé luvussa tarkastelemme, missd médrin
vastaava tulos patee muille Riemannin monistoille.

Olkoon I = [a,b] suljettu véli. Sanomme, ettd paloittain siled polku v: I — M on
minimoiva kdyrd, jos () > ¢(n) kaikille paloittain sileille poluille 7, joille pétee n(a) =
v(a) ja n(b) = ~(b).

Todistamme ensin tuloksen, joka yleistad Proposition todistuksessa tehdyn kohti-
suoruushavainnon:

Propositio 7.1 (Gaussin lemma). Olkoon (M, g) Riemannin monisto ja olkoon p € M.
Olkoon U > p normaaliympiristd ja olkoon € > 0 siten, etti exp,(B(0,¢)) C U. Radiaali-
nen geodeesi vy, on kohtisuorassa pallonkuorten kuvia

S(p,r) =exp,({r € T,M : |z| = R})
vastaan katkilla v € T,M ja kaikilla 0 < R < e.

Koska eksponenttifunktio on diffeomorfismi normaaliympéristossé, niin pallonkuoren
kuva S(p, R) = exp,({z € T,M : |r| = R}) on Riemannin moniston M alimonisto, jota
kutsutaan geodeesiseksi pallonkuoreksiksitai normaaliksi pallonkuoreksi. Osoittautuu, etta
se todellakin on niiden pisteiden joukko, jotka ovat etdisyydella r pisteesta p.

Olkoot I ja I avoimia epatyhjia vileja. Kuvaus ®: I} x Iy — M on polkuperhe. Pol-
kuperhe ® voidaan ajatella koostuvaksi kahdesta polkuperheestd ®; ,,: u — ®(u,vp) ja
Dy 0 v = P(ug,v). Jos z on lokaali koordinaatti monistolla M, kiytédmme jatkossa mer-
kintdd & = 2% o ®.

Kuvaus X: I} x Iy — T(M) on wvektorikenttd polkuperhetta ® pitkin, jos m o X = ¢.
Tallaiselle kuvaukselle maaritellaén kovariantit osittaisderivaatat:

e 2 X(s0,t9) on vektorikentin X kovariantti derivaatta polulla s — ®(s,t,) pisteessi
So ja
e B X(s9,t0) on vektorikentin X kovariantti derivaatta polulla ¢ — ®(so,t) pisteessi
to.
Olkoon 0,®(s,t) polun t — ®(s,t) tangenttivektori pisteessd ®(s,t) ja olkoon 0,P(s,t)

polun t — ®(s,t) tangenttivektori pisteessd P(s, ).

Lemma 7.2. Olkoon X vektorikenttd pitkin kahden parametrin kuvausta ®. Tdlldin lo-
kaaleissa koordinaateissa

D P 4B o D
Zod = i 8 ) s
=2 (dsdt+z * g5 i ) i

i ik

Todistus. Seuraa soveltamalla kovariantin derivaatan kaavaa koordinaateissa kahdesti,
toisten derivaattojen vaihdannaisuudesta ja Christoffelin symbolin symmetrisyydesta alain-
deksien vaihdon suhteen. O

Gaussin lemman todistus. Olkoon ¢ = exp,(v) € exp,(B(0, €)). Olkoon w geodeesisen pal-
lon exp,({x € T,M : |z| = R}) tangenttivektori pisteessd ¢. Talloin w = dexp,w jollain
@ € T,(T,M).

Olkoon o: Iy — T,M polku, jolle 6(0) = w ja |o| = |w| = R. Tarkastellaan kahden
parametrin kuvausta

['(s,t) = exp,(to(s)) .
Nyt
a,0(0,0) =0,  &0(0,0) = v
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a
J O,0(0,1) = dexp,(6(0)) =w,  T[y(0,1) =4(1),
joten
9(0s1'(0,0),0,I'(0,0)) =0
ja
g(asr(o? O)? atr(ov 0)) = g(ﬁ.)/(l)? w) .
Viitteen todistamiseksi riittdéd siis osoittaa, ettd kuvaus ¢ — ¢(9sI'(0,¢),9,I'(0,t)) on
vakio.
Kiintedlld s polku ¢ — I'(s, ) on geodeesi 7,(s), joten %@F = 0. Lemman nojalla

D D
09(0.0, ) = g( 0T, ) + g(O.T, — )

D D 1
= Q(Easﬁatm = Q(E&I,@J) = 5 sg<8tr7atF) .

Mutta kuvaus ¢ — I'(s,t) on geodeesi , kun s kiinnitetddn ja 0,I'(s,t) = J,(5)(t). Koska
geodeesin tangenttivektorikenttd on yhdensuuntainen,

|0:L(s, )| = [0,L'(s,0)| = |o(s)| = R
on vakio Proposition nojalla. O
Seuraus 7.3. Olkoon (M, g) Riemannin monisto ja olkoon p € M. Olkoon U > p nor-
maaliympdristd ja olkoon € > 0 siten, ettd exp,(B(0,¢)) C U. Olkoon .. indusoitu Rie-

mannin metriikka alimonistolla exp,({z € T,M : |z| = s}) Joukossa exp,(B(0,¢€)) pitee
normaaleissa napakoordinaateissa

g =dr’+ hrpy. O
Lause 7.4. Olkoon M Riemannin monisto. Olkoon p € M ja olkoon q pisteen p normaa-

lissa palloympdristossa. Tdalloin radiaalinen geodeest pisteestd p pisteeseen q on uudelleen-
parametrisointia vaille yksikdsitteinen minimoiva polku.

Todistus. Harjoitustehtéva. O

Seuraus 7.5. Geodeesiset pallot ovat metrisid palloja: Riittdvin pienelle r > 0 pdtee
B(p,r) = exp,(B(0,7)). O

Seuraus 7.6. Geodeesit ovat lokaalisti minimoivia polkuja. 0

Esimerkki 7.7. Geodeesi ei vilttaméatta ole globaalisti minimoiva polku. Esimerkiksi
isoympyré pallolla S? on suljettu geodeesi, jonka jana on minimoiva, jos ja vain jos sen
pituus on aidosti pienempi kuin 7.

Seuraava tulos antaa vahvemman version normaaliympéristosta kuin Proposition [6.11]
avulla saatiin.

Propositio 7.8. Kuvaus E: &(M) — M x M,
E(v) = (n(v),exp(v))

on lokaali diffeomorfismi.

Todistus. Olkoon v € T,(T'M) siten, ettd dE(v) = 0. Osoitetaan, ettd v = 0. Olkoon
pry: M x M — M kuvaus pry(mq,my) = my ja olkoon m: T'M — M kantapistekuvaus.
T&lloin pry oF = 7, joten dm(v) = dpr,(dE(v)) = 0. Siis v on tangenttiavaruudent 77,y M
tangenttivektori. Nyt Elr_  a(v) = (7(2), expry)(v)). Koska exp,,) on injektio, saamme
v = 0, joten viite seuraa kidnteiskuvauslauseesta. 0
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Lokaalissa trivialisaatiossa TU on diffeomorfinen tulon U x R"™ kanssa ja

E(v = (z,u)) = (z,exp,(v)) .

Differentiaalin dE,, matriisi koordinaattifunktioiden antamassa kannassa on itse asiassa

id 0
id id)’
katso esimerkiksi [GHLL Prop. 2.88| tai |[Leell Lemma 5.12].

Seuraus 7.9. Jokaisella p € M on ymparisto U ja € > 0 siten, ettd kaikilla x,y € U on
yksikdsitteinen v € T, M, |v| < €, jolle y = exp,(v).

Todistus. Olkoon W suhteellisesti kompakti pisteen 0, ymparisto tangenttikimpussa 1M
siten, ettd jossa F|y on diffeomorfismi kuvalleen. Riemannin metriikan jatkuvuuden no-
jalla on avoin V' 3 p ja € > 0, joille

W = | B(Om,e) cW.
meV

Nyt E(W’) on avoin, joten se siséltéaéa tulojoukon U x U jollekin pisteen p avoimelle
ymparistolle U C M. Jokaiselle (z,y) € U x U on v € W', jolle

E(v) = ((v), expr, () = (7, 9),
siis exp,(v) = y, kuten haluttiin. O

Seurauksessa loydettyd ymparistod U kutsutaan pisteen p tasaisesti normaaliksi
ymparistoksi.

Propositio 7.10. Minimoiva polku on parametrisointia vaille geodeesi.

Todistus. Olkoon a: I — M minimoiva polku. Jaetaan maarittelyvali I osavileihin [} si-
ten, ettd jokaisen vélin [ kuva siséltyy tasaisesti normaaliin ympéaristéon. Talloin voim-
me olettaa, ettd «|;, on geodeesi kaikilla k, joten v on paloittain geodeesinen, ja voimme
olettaa, ettd se on parametrisoitu vakionopeudella.

Oletetaan, ettd polulla o on kulma jossain pisteessddn ¢. Rajoittumalla pisteen ¢ nor-
maaliympéaristoon nahdéaan Lauseen nojalla, ettd itse asiassa |y, on geodeesi. Sama
péatee kaikkialla, joten viite seuraa. U

Lemma 7.11. Olkoon M Riemannin monisto. Olkoot p,q € M. Riittdvdn pienelld 6 > 0
on py € 0B(p,9), jolle
d(p,po) + d(po,q) = d(p,q) -

Todistus. Harjoitustehtava. 0

Huomaa, ettd Lemmassa pisteiden p ja po vélilla on minimoiva geodeesi mutta
pisteiden p ja q ja pisteiden pg ja ¢ vélilla téllaista geodeesia ei valttamatta ole, kuten
esimerkki M =E? — {0}, p = (—1,0) ja ¢ = (1,0) osoittaa.

Lause 7.12 (Hopfin ja Rinowin lause 1). Olkoon M Riemannin monisto. Olkoon p € M.
Jos (M) = T,(M), niin jokaiselle ¢ € M on minimaalinen geodeesi vy : [0,1] — M
siten, ettd v(0) = p ja y(1) = q.

Todistus. Olkoot § > 0 ja py € IB(p,d) kuten Lemmassa [7.11] Olkoon 7 geodeesi pis-

teestd p, joka kulkee pisteen py kautta ja jonka nopeus on 1. Oletuksen mukaan geodeesin
~ maksimaalinen méérittelyvéli on R. Olkoon

I={teR:t+d((t),q) =dp,q)}-
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Pisteen py ominaisuuksien nojalla § € I. Osoitetaan, ettd d(p,q) = max[I. Vali I on
suljettu, joten siind mielessé tavoite on mielekéis. Huomataan myos, ettd «|; on minimoiva:
kolmioepéayhtalon ja vélin I méaaritelmén nojalla kaikille t € I pétee

d(p,q) < d(p, (1)) +d(v(t),q) = d(p,~(t)) +d(p,q) — t,

joten d(p,~(t)) > t. Mutta geodeesin v nopeus on 1, joten etiisyyden mééritelmén nojalla
t=4L(y) > d(p,~(t)). Siis d(p, 7(t)) =t = £()0,) kaikille 0 < ¢ < sup .

Jos sup I < d(p, q), niin Lemman nojalla on é; > 0 ja p; € OB(y(sup[),dq) siten,
etta

01 +d(p1,q) = d(y(sup 1), q)

ja minimoiva geodeesi o, jonka nopeus on 1 ja joka yhdistdéd pisteen y(sup I) pisteeseen
p1. Vélin [ maaritelmén nojalla

(6) sup I + 61+ d(p1,q) = d(p,q).

Koska kolmioepéyhtélon nojalla d(p, q) < d(p,p1) + d(p1, q), saamme epayhtalon
sup [ + 8, < d(p,p1) -

Siis kolmioepédyhtalon nojalla pétee sup I + d; = d(p, p1). Mutta téstd seuraa, ettd yhdis-
tetty polku Yjsup 1) * 0|[0,6,) O minimoiva polku. Proposition nojalla se on geodeesi,
joten Yo sup 1] * 0|[0751] = Y|0,sup 1145, » mutta yhtalon @ nojalla tama on ristiriidassa vélin
I mééritelmén kanssa. Siispa sup I = d(p, q). OJ

Seuraus 7.13. Jos M on geodeesisesti tdydellinen, niin mitkd tahansa kaksi pistetta
voidaan yhdistid minimaalisella geodeesilla. O

Seuraus 7.14 (Hopfin ja Rinowin lause 2). Seuraavat ovat yhtdpitivid:

(1) M on geodeesisesti taydellinen.

(2) & M) =TM.

(3) &(M) =T,M jollekin p € M.

(4) Metrisen avaruuden (M,d) suljetut rajoitetut joukot ovat kompakteja.
(5) (M,d) on taydellinen metrinen avaruus.

Todistus. Selvésti ehdosta (1) seuraa ehto (2) ja ehdosta (2) seuraa tietenkin (3).

Oletetaan, ettd &,(M) = T,M pisteelle p € M. Olkoon F' C M suljettu ja rajoitettu.
Lauseen [7.12(1) mukaan jokaiselle ¢ € F' on minimoiva geodeesi o4: [0,1] — M, jolle
04(0) = p ja 04(1) = exp,(04(0)). Koska F' on rajoitettu, |54(0)] = d(p,q) < R jollain
R > 0. Siis F' on kompaktin joukon exp,(B(0, R)) suljettuna osajoukkona kompakti. Siis
ehto (4) seuraa ehdosta (3).

Oletetaan, ettd metrisen avaruuden X suljetut ja rajoitetut joukot ovat kompakteja.
Olkoon (zj) avaruuden X Cauchyn jono. Joukko {zj : k € N} on rajoitettu, joten sen
sulkeuma on oletuksen mukaan kompakti. Siis jono (z) suppenee, joten X on tiydellinen.
Ehdosta (4) seuraa siis (5) yleisessd metristen avaruuksien tilanteessa.

Oletetaan, ettd (M, d) on tdydellinen metrinen avaruus. Olkoon v: I — M maksimaali-
nen geodeesi, jonka nopeus on 1. Lauseen|[6.I|nojalla méaérittelyvéli I on avoin. Osoitetaan,
ettd se on myos suljettu. Olkoon t; € I jono, jonka raja-arvo on t. Osoitetaan, etta t € I.
Koska geodeesin v nopeus on 1, jono v(t;) on Cauchyn jono. Oletuksen nojalla se suppe-
nee kohti jotain pistettd ¢ € M. Olkoon U pisteen ¢ tasaisesti normaali ympéaristo. Talloin
jokainen joukosta U alkava geodeesi, jonka nopeus on 1, on médritelty valilla | — e, €[. Va-
litsemalla ¢ siten, ettd [tx — t| < §, ndemme, ettd ¢t € I. Siis geodeesin maksimaalinen
médrittelyvili on R, joten ehto (1) seuraa ehdosta (5). O
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Esimerkki 7.15. Seuraavat havainnot seuraavat Hopfin ja Rinowin lauseesta:

(1) Hyperbolinen taso on téydellinen metrinen avaruus, koska & (H?) on geodeesisesti
taydellinen Esimerkin nojalla. Riittda huomata, etté pisteen (0, 1) eksponenttifunktio
ylemméssé puolitasomallissa on mééritelty koko tangenttiavaruudessa To1)H?>.

(2) Kompaktit Riemannin monistot kuten S?, Esimerkkien [2.2|(3) ja [3.5(3) torukset ja
Esimerkin [2.2(4) Kleinin pullo ovat geodeesisesti tiydellisia.

Harjoitustehtavia.
7.1. Todista Lause [T.4]
7.2. Todista Lemma [T.11]

7.3. Olkoot v ja n kaksi eri geodeesia taydelliselld Riemannin monistolla M siten, etta

joillekin a < b pétee y(a) = n(a), v(b) = n(b) ja £(V|@) = £(1]fp). Osoita, ettd | by
ei ole minimoiva milldan € > 0.

Olkoon M taydellinen Riemannin monisto, joka ei ole kompakti. Sanotaan, ettd kuvaus
p: [0,00[—= M on minimoiva séde, jos sen jokainen rajoittuma pjo 71, 7 > 0 on minimoiva
geodeesi.

7.4. Osoita, etti jokaisella p € M on minimoiva séde p, jolle p(0) = p.
7.5. Osoita, etté kompleksinen eksponenttikuvaus Exp: C — C — {0},

k

N ez -

Exp(z) = Z i e"*(cos(Im 2) + 4 sin(Im 2))
k=000

on lokaali Riemannin isometria, kun C varustetaan euklidisella Riemannin metriikalla ja

C — {0} varustetaan Riemannin metriikalla

_da? 4+ dy?

a4y
7.6. Osoita, ettd Riemannin monisto (R? — {0}, dizizlf) on tdydellinen.
7.7. Mééritéd minimoivat siteet Riemannin monistolla (R?* — {0}, dzzIZQQ)

7.8. Madritd minimoivat séteet Esimerkin [6.6] euklidisella sylinterilla.
7.9. Olkoon J: C — C kuvaus
J(z)=1iz.
Osoita, ettd kuvaus Exp o J|gz: H* — B(0,1) — {0} on lokaali Riemannin isometria hy-

perbolisen tason ylemmaésta puolitasomallista Riemannin monistolle (B (0,1) — {0}, g),

missa
B dz? + dy?

(@24 y?) log” Vet + P
7.10. Osoita, ettd Riemannin monisto (B(0,1) — {0}, g) on téydellinen, kun
da? + dy?
@) log? PP

7.11. Kuvaile minimoivat séteet Tehtdvin Riemannin monistolla (B(0,1) — {0}, g).
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8. KAAREVUUS

Tarkastellaan suuntaissiirtoa geodeesien muodostamia kolmoita pitkin avaruuksissa [E2,
S? ja H?: Euklidisessa avaruudessa suuntaissiirto on triviaali. Harjoituksissa osoitettiin,
ettd suuntaissiirto pitkin pallogeometrian kolmiota, jossa on kaksi suoraa kulmaa, on kier-
to samaan suuntaan kuin kolmiota kierretdan. Hyperbolisessa tasossa vektorit kiertyvat
my0s, mutta vastakkaiseen suuntaan, kuten kuvan esimerkki osoittaa:

Tama ero on yksi avaruuden kaarevuuden ilmentymaé. Téssd luvussa maarittelemme
kaarevuutta ilmaisevia kasitteitd tasmaéllisesti ja tutkimme niiden merkitystd. Yhden-
suuntaissiirto on

Riemannin moniston (M, g) (1,3)-kaarevuustensori on kuvaus R: 2 (M) — 2 (M),
joka méaaritellddn asettamalla

(AXV,YV7 Z) — R(X, Y)Z = V[XQ/]Z — [VX,Vy]Z = V[ny}Z —VxVyZ +VyVxZ
ja sen (0,4)-kaarevuustensori on kuvaus R: 2 (M)* — F (M), joka miéritelliin (1, 3)-
kaarevuustensorin avulla asettamalla
R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).
Propositio 8.1. Riemannin moniston M (1,3)-kaarevuustensori R: 2 (M)3 — 2 (M)

on F(M)-multilineaarikuvaus ja (0,4)-kaarevuustensori R: 2 (M)* — F (M) on (0,4)
tensort.

Todistus. Harjoitustehtéva. 0

Huomautus 8.2. (1) Kaarevuustensorien yhteydessé on syyté olla varovainen: Osassa 1&h-
teisté (|dC|, [GHL], [O’N] )tensorit mééritelldén kuten ylla, toisissa ([Hel|, [Leel]) annettu
kaarevuustensorin maéaritelmé antaa tensorin —R.

(2) Riemannin moniston (1,3)-kaarevuustensori on siis yleistetty tensori. Koska kaare-
vuustensorit ovat (yleistettyji) tensoreita, niilla on arvo jokaisessa pisteessd kuten ndimme
luvussa Voimme siis tarkastella kaarevuustensorien tensorin masraédmia pisteittdisia
tensoreita R,: T,M* — T, ja R,: T,M* — R jokaisessa p € M.

(3) Jos X ja Y ovat koordinaattivektorikenttid, niin [X,Y] = 0, joten téssé tapauksessa
R(X,Y) = —-VxZ+VyZ. Téata havaintoa voi usein kiyttdd apuna laskuissa valitsemalla
lokaalit koordinaatit sopivasti.

Propositio 8.3. Olkoon M Riemannin monisto ja olkoon p € M. Kaikille x,y,z,w €
T,M paitee

(1) R(ya z,z, 'lU) = R(l’, Yy, w, Z) = —R(.I, Y, z, w);

(2) R(z,y)z + R(y, z)x + R(z,x)y = 0 (Ensimmdinen Bianchin yhtdilo),

(3) R(z,w,z,y) = R(z,y, z,w).

Todistus. Todistuksessa voimme olettaa, ettd z, v ja 2z ovat kommutoivien vektorikenttien
X ja Y arvot pisteessa p.

(1) Ensimméinen yht#lo on selvd Lien tulon antisymmetrisyyden seuraus. Toinen yhtalon
todistetaan esimerkiksi kiayttamaélla Levi-Civitan konnektion yhteensopivuutta Riemannin
metriikan kanssa. Yksityiskohdat tehdaén harjoituksissa.

(2) Suora lasku osoittaa, etté
RX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y
= —-VxVyZ +VyVxZ - VyV X +V,;Vy X —V;VxY +VxVY
= Vx(VzY — VyZ) + Vy(VxZ — VX)) + V(Vy X — VyiY)
=Vx[Z, Y]+ Vy[X,Z]+ Vz]YX] =0,
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missa viimeisesséd yhtéalosséd kiaytettiin oletusta Lien tulojen triviaaliudesta.
(3) Viite seuraa kohdista (2) ja (1). Lasketaan yhteen ensimméisen Bianchin yht#lon
R(z,y,z,w)+ R(y, z,x,w) + R(z,x,y,w) = 0 ja siitd muuttujien syklisilld permutaatioil-
la saatavien kolmen muun yhtalon termit ja sievennetdén. Yksityiskohdat jaavét harjoi-
tustehtavaksi. O
Propositio 8.4. Jos ¢: M — N on lokaali isometria, niin

R(dowx, dpy, doz, dpw) = R(z,y, z,w)
kaikille x,y, z,w € TM.
Todistus. Seuraa Levi-Civitan konnektion luonnollisuudesta. 0J

Sanotaan, ettd Riemannin monisto on litted, jos R = 0.

Esimerkki 8.5. (1) Euklidisen avaruuden kaarevuustensorit ovat nollia:
VxVyZ —NyWVxZ =XYZ-YXZ=[X,Y|Z.
Siis E™ on littea.
(2) Esimerkissa maéaritelty torus ja Esimerkissé méadritelty sylinteri ovat litteita.

Seuraava havainto osoittaa, etti kaarevuustensorin avulla voi tunnistaa lokaalisti eukli-
diset avaruudet.

Lause 8.6. Riemannin moniston M kaarevuustensori R = 0, jos ja vain jos M on lo-
kaalisti euklidinen.

Todistus. Katso esimerkiksi [Leell Thm. 7.3|. Yksityiskohdat Projektissa [11.1] O

Reaalisen vektoriavaruuden V' 2-ulotteiset tasot muodostavat Grassmannin moniston
%*(V), joka on diffeomorfinen tekijimoniston O(n)/(O(2) x O(n—2)) kanssa, jos V on n-
ulotteinen. Olkoon %z M Riemannin moniston (M, g) tangenttiavaruuden 7, M 2-tasojen
Grassmannin monisto ja olkoon

207 2
M=\ |giMm
peEM
moniston M Grassmannin sdiekimppu.
Lemma 8.7. Olkoon M Riemannin monisto ja olkoon p € M. Olkoon P € %12) M. Olkoot
x,y € P lineaarisesti risppumattomia. Lauseke
R
9(z,2)g(y,y) — 9(z,y)

on riippumaton kannasta x,y.

Todistus. Harjoitustehtéava. 0

Lemmassa mésritelty kuvaus K : 4% M — R on Riemannin moniston M leikkaus-
kaarevuus. Jos kaarevuustensoreille kiaytetaan vastakkaista merkkivalinta, pitda leikkaus-
kaarevuuden maérittelyssd valita muuttujien jarjestys oikein tai tehdd merkkikorjaus,
jotta leikkauskaarevuus saadaan méariteltyd samaksi kuin tédsséd tehdddn. Leikkauskaa-
revuuden merkki valitaan aina samoin, jotta se saadaan oikeaksi standardiesimerkeissa,
joita tarkastelemme Esimerkissé [8.9]

Seuraus 8.8. Jos ¢: M — N on lokaali isometria, niin
K(d¢(P)) = K(P)
kaikille P € 4° M.
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Todistus. Seuraa Propositiosta [3.4] O

Esimerkki 8.9. Avaruuksien E", S" ja H" leikkauskaarevuudet ovat vakioita. Avaruu-
den S™ tapauksessa viite seuraa isometriaryhmén /ortogonaaliryhmén vahvoista transitii-
visuusominaisuuksista: Olkoon P € ¢? M. Isometriaryhmé toimii transitiivisesti avaruu-
dessa S", joten voimme olettaa, ettd P on 2-ulotteinen aliavaruus tangenttiavaruudessa
T,, M, joka voidaan identifioida hypertason el = E" kanssa. Koska O(n + 1) toimii tran-
sitiivisesti sisdtuloavaruuden E"*! ortogonaalisten kantojen joukolla, se toimii transitii-
visesti erityisesti myos vektoria ez vastaan kohtisuorien 2-tasojen joukolla. Siis leikkaus-
kaarevuus on vakio Proposition nojalla. Hyperbolisen avaruuden tapaus kasitellaan
samaan tapaan.

Kaksiulotteisten avaruuksien S? ja H? leikkauskaarevuudet on suoraviivainen laskea.
Avaruudet ovat 2-ulotteisia, joten tangenttiavaruudetkin ovat 2-ulotteisia eiké aliavaruus-
tarkasteluja tarvita. Tarkastellaan hyperbolisen tason puolitasomallia pisteessa (0,1). Va-
litaan virittéjiksi 91 ja 0. Nyt Esimerkin [4.7(2) nojalla nollasta poikkeavat Christoffelin
symbolit ovat

1
FiQ = F%l = ng = - = _F%p
o)
joten
1 1
Valvazal - V81<_$_281> - _I'_%aQ
ja
1 1
V32V3181 — Val(m—gﬁl) — —x—%ag

Kaytetty kanta on ortonormaali, joten
K (Tio)H?) = R(,1)(01, 02,01, 05) = g(R(9y,05)01,05) = g(—0s,05) = —1
Symmetriaryhmén transitiivisuudesta seuraa, etté yleisesti pétee
1 avaruudessa S"

K= 0 avaruudessa E™

—1 avaruudessa H" .

Kaarevuustensorit ovat monimutkaisia, niiden arvojen laskeminen on tyolasta ja usein
niistd on melko haastava saada geometristd informaatiota monistosta. Seuraava tulos
osoittaa, ettd kaikkien leikkauskaarevuuksien tunteminen antaa yhté paljon informaatiota
Riemannin monistosta kuin kaarevuustensori.

Propositio 8.10. Leikkauskaarevuus madrdda kaarevuustensorin yksikdasitteisesti.

Todistus. Olkoon F' (0,4)-tensori, jolla on samat symmetriat kuin kaarevuustensorille
osoitettiin Propositiossa [8.1] ja jolle pétee
F(z,y,2,y) = R(z,y,z,y)
kaikille z,y € T,,M. Talloin tensorilla S = R — F' on samat symmetriat kuin tensoreilla F'
ja R ja sille patee S(z,y,x,y) = 0 kaikille z, y. Osoitetaan polarisaatioargumentilla, etté
S =0
Oletuksen, multilineaarisuuden ja symmetrian (3) nojalla kaikille z,y, z pétee
=S(z,y,2,y) +5(x,y,2,9) + S(z,y,2,y) + 5(2,y,2,y)
=Sz, y,2,9) + 5(z,y,3,y) =25z, y,2,9).
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Taman havainnon, multilineaarisuuden ja symmetrioiden nojalla kaikille z, y, z, w pétee

0=S(z,y+w,zy+w)

.T, y? Z? y) + S(‘,'U? y? Z7 w) + S('T7 w? 27 y) + S(I, w7 Z? w)

S(
S($’ y7 Z? w) _l_ S(.I’ w’ z7 y) = S($7 y7 Z? w) - S('x’ w’ y? Z)
S(z,y,z,w) — S(y, z,x,w)

joten S(z,y,z,w) = S(y,z,z,w) = S(z,x,y,w). Viite seuraa ensimmaéisestd Bianchin

vhtilosti. 0
Itse asiassa kaarevuustensori maaréiytyy eksplisiittisesti leikkauskaarevuuksista kaavan

1 02
R(x,y,z,w) = gaaaﬁ(R(:c—iraz,y+5w,x+az,y+ﬁw}—R(m+aw,y+ﬂz,x+aw,y+ﬁz))

avulla.

Kun monisto M on 2-ulotteinen pinta, niin jokaisen pisteen p € M Grassmannin mo-
nisto on triviaali ja leikkauskaarevuus méarda funktion K: M — R, joka on Gaussin
kaarevuus.

Harjoitustehtavia.
8.1. Todista Propositio [8.1]

8.2. Todista Proposition [8.3|2) viite ilman oletusta vektorikenttien X, Y ja Z Lien tulon
triviaaliudesta.

8.3. Todista Propositio (1).

8.4. Todista Propositio (3).

8.5. Todista Lemma [8.7]

8.6. Miiritd Riemannin moniston S? leikkauskaarevuus.

8.7. Osoita, ettd kartio

on Riemannin moniston E3 litted alimonisto.

7Vihje: Téassa voisi esimerkiksi kiyttda pallokoordinaatteja.
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9. LISAA ALIMONISTOISTA

Olkoon (N, h) Riemannin moniston (M, g) Riemannin alimonisto, missi h on metriikan
g indusoima Riemannin metriikka. Téassa luvussa tarkastelemme alimoniston /N konnektio-
ta ja kaarevuutta. Tutkimme my0s, miten alimoniston ja ympéroivan moniston rakenteet
liittyvét toisiinsa.

Ajattelemme moniston N tangenttiavaruuden pisteessd p € N tangenttiavaruuden
T,M aliavaruudeksi. Télloin tangenttiavaruus 7,M jakautuu luonnollisella tavalla orto-
gonaaliseksi suoraksi summaksi

T,M =T,N +T,N*,
missi alimoniston N normaaliavaruus T,N* pisteessi p on sen tangenttiavaruuden
T,N C T,M ortogonaalikomponentti sisitulon g|, suhteen. Normaaliavaruuden 7,N=+
vektoreita sanotaan alimoniston N normaalivektoreiksi. Olkoot
tang,: T,M — T,N ja  normy,: T,M — TpNL
ortogonaaliprojektiot tangenttiavaruudelle ja normaaliavaruudelle pisteessé p. Jokainen
vektori v € T,N C T,,M voidaan esittda yksikdsitteisesti muodossa

v = tangv + normo .

Koska N on moniston M alimonisto, voimme tarkastella monistolla N maariteltyja M -
vektorikenttii X : N — TM ja normaalivektorikenttii X : N — TN, jotka ovat sileité,
kuvauksia, joille 7 o X =id |y. Jos X on M-vektorikenttd alimonistolla N, méaritellaan
vektorikenttd tang X: N — TN ja M-vektorikenttd norm X: N — TM |y asettamalla
(tang X)|, = tang(X,) ja (norm X)|, = norm(X,) jokaiselle ¢ € N.

Lemma 9.1. Olkoon X € 2 (M). M-vektorikentdit tang X : N — TN janorm X: N —
TN+ ovat sileit.

Kéaytdmme alimoniston N sileiden normaalivektorikenttien .% (M )-modulille merkint&é
ZLH(N).
9.1. Alimoniston konnektio.

Lemma 9.2. Olkoon N Riemannin moniston M alimonisto. Olkoon X wvektorikenttd
alimonustolla N. Tdlloin jokaisella pisteelli p € N C M on avoin ympdristé U C M ja
X € Z(U) siten, ettd X|, = X|, kaikilla g € UNN.

Todistus. Olkoon N m-ulotteisen Riemannin moniston M n-ulotteinen alimonisto. Va-
litaan lokaali koordinaatti x monistolla M siten, ettd z(U N N) C R™ x R™ . Ol-
koon X = 7" X0;. Asetetaan X! = X" = ... = X" = 0 ja médéritelldin
X = 2111 X10;. O
Lemma 9.3. Kuvaus (X,Y) — (VYY)

Todistus. Olkoot X,Y € 2°(N) ja olkoot X,Y € 2 (M) niiden lokaaleja jatkoja jossain
avoimessa joukossa U C M, jolle U N N = (). Koordinaateissa laskemalla ndhdaan, etta

(7) VEY =) X(Y)0+ > X'VY©9).

Kun ¢ € NNU, niin X, = X, € T,N ja
(XY')(q) = X,V = X, (Y |yew) = 24 |vew)

on rigppumaton jatkoista X ja Y.

ja

(vé\(!al”q = v)]\(/'[qal )
joten lauseke on riippumaton jatkosta. ([l
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Edellisen lemman perusteella voimme huoletta kiayttda merkintda

VXYY = (VEY)|,

Lause 9.4. Olkoot VM ja VY monistojen M ja N Levi-Civitan konnektiot. Télloin kai-
kille X, Y € 2 (N) pdtee

VY =tang VY .

Todistus. Todistuksen idea on osoittaa, ettd kuvaus (X,Y) — tang VXY on alimonis-
ton M Riemannin metriikan kanssa yhteensopiva affiini konnektio. Talloin véite seuraa
konnektion yksikésitteisyydesta (Lause [4.2)).

Olkoot X,Y,Z € Z(N). Kayttamélla Lemmassa médriteltyja jatkoja X,Y,Z €
2 (N)vektorikentille X, Y, Z € 2" (N) ndemme helposti, ettéd kaikissa pisteissd ¢ € N pé-
tee [X, Y]], = [X, V]|, [Y, Z]|, = [V, Z]|g ja [Z, X]|, = [Z, X]|, Koska X, Y, Z € 2(N) ja
jatkot X, Y, Z valittiin kuten Lemmassa9.2] niin alimonistolla N pétee (tang(VY¥Y), Z) =
29(VYY,Z) ja g(Y,Z) = g(Y, Z). Liséksi vektorikenttien toiminta funktioilla on pisteit-
tiistd siind mielessi, ettil alimoniston N pisteessi ¢ pitee X|,f = X, f kaikille f € F(N).
Siis pétee

2g(tang(VYY), 2)
= 2g(V)]‘—(4}7, 7)

=Xg(Y.2) +Y g(Z,X) = Zg(X.Y) = g(Y.[X, Z]) = g(Z, [V, X]) + 9(X,[2,Y])
=Xg(Y,2) +Y g(Z, X) = Zg(X,Y) = g(Y,[X, 2]) = g(Z,[Y, X]) + (X, [Z, Y])
=29(VXY, Z),

joten véite seuraa Lauseesta [4.2] O

Esimerkki 9.5. Olkoon
S, ={zecS*:23=1z}

Kun 0 < |z| < 1, niin S, on pieni ympyrd, joka on ¢ = ¢(z) = arccos(z)-séteinen poh-
joisnapakeskinen ympyra. Tarkastellaan tangenttivektorien kayttaytymistd yhdensuun-
taissiirrossa téllaista ympyrdd pitkin. Alkeisgeometriasta tieddmme, ettd pystysuoran
koordinaattiakselin suhteen kiertosymmetrinen ympyrékartio C',, jonka kéirki on pisteessé
Q = (0,0,1/2) = (0,0, =) ja jonka kiirjesti lihteviit siteet muodostavat kulman /2

? cos ¢
tangenttivektorin —( kanssa, sivuaa alimonistoa S? pitkin ympyrid S,. Erityisesti siis
jokaiselle p € S pétee T,S* = T,C, tangenttiavaruuden T,E* aliavaruutena ja erityisesti
kuvaukset tangIS)Q: T,E?> — T,5* ja tang%: T,E* — T,C, yhtyvét.

Harjoitustehtavan nojalla kirjeton kartio C, — {@} on isometrinen Riemannin mo-
niston kanssa, joka saadaan poistamalla rei’itetysti tasosta E? — {0} sopiva sektori, jonka
kulma olkoon «, ja liimaamalla vapaat sivut yhteen. Yhdensuuntaissiirto pitkin ympy-
rad S, tilla monistolla kiertdé tangenttivektoreita kulman « verran verran. Lauseen [9.4]
nojalla suuntaissiiirto monistolla S? antaa saman tuloksen!

9.2. Toinen perusmuoto. Riemannin moniston M alimoniston N toinen perusmuoto

on kuvaus IT: 2 (N) x Z(N) — Z (N)*+,
II(X,Y) =norm(VyY).
Maaritelmien ja Lauseen nojalla alimonistolla N patee
(Gaussin kaava) VY = VXY +II(X,Y).
Lemma 9.6. Toinen perusmuoto on symmetrinen % (N)-lineaarinen kuvaus.
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Todistus. Lineaarisuus tehdaan harjoitustehtédvana. Symmetrisyys taas seuraa siité, etta
[(X,Y] € Z(N) kaikille X, Y € Z°(N):

II(X,Y) = I(Y,X) =norm(VYY — V¥ X) =norm[X, Y] =0. O

Toinen perusmuoto on myos erddnlainen tensori ja .7 (IN)-lineaarisuuden nojalla myos
silld on arvo, joka on R-bilineaarikuvaus II],: T,N x T,N — T,N* jokaisessa pisteessi
p € N. Toista perusmuotoa kutsutaan joskus myos alimoniston N muototensoriksi.

Lause 9.7 (Gaussin yhtélo).
RM(X,Y, Z,W) = RM(X,Y, Z,W) + g(I[(X, Z), I(Y,W)) — g(IL(X, W), II(Y, Z)).

Todistus. Voimme jélleen olettaa, ettd [X, Y| = 0. Télloin |Gaussin kaavan nojalla
(8) RM(X,Y,Z,W)
= g(-VY¥VVZ +VYVYZ W)
= —g(VXVYZ,W) = g(VYII(Y,2),W) + g(VYVXZ, W)+ g(VY 1 (X, Z), W)
Koska W € Z°(N),
g(VYVYZ,W) = g(tang VY VY Z, W) = g(VYVYZ,W).

Lisiiksi kiyttdmilli konnektion V' yhteensopivuutta Riemannin metriikan g kanssa ja
sitd, ettd I1(Y, Z) € TN+, saadaan

g(VXII(Y, Z2), W) = X gI(Y, Z),W) — gUI(Y, Z), VYW)
= X0—g(I(Y,Z),norm VY W)
= —g(II(Y, 2), (X, W)).

Vastaava paattely patee myos kahdelle viimeiselle termille yhtalosséa , joten vaite seuraa
kaarevuustensorin maéaritelméasta. ([l

Seuraus 9.8 (Gaussin yht&lo).
gUl(z, x), [ (y,y)) — gUl(z,y), U(z,y))
9(z,2)9(y.y) — 9(z,y)? '
Propositio 9.9 (Weingartenin yhtild). Olkoot X, Y € 2°(N) ja U € Z+(N). Tilldin
g(VYU.Y) = —g(U,1I(X,Y)).

Todistus. Koska g(U,Y") = 0 kaikkialla, patee konnektion yhteensopivuuden,
ja ortogonaalisuuden nojalla

0=X0=Xg(UY)=g(VXU,Y)+g(U, VYY)
= g(VXU,Y) +g(UVYY + II(X,Y)) = g(VXU,Y) + g(U, II(X,Y)). O

O

KN(P)=KM(P) +

9.3. Hyperpinnat. Kun N C M on hyperpinta, niin 7, N+ on yksiulotteinen jokaisessa
pisteessi p € N. Yksikkonormaalikenttd U € 2™+(N) ja toinen perusmuoto miiritteleviit
reaalisen toisen perusmuodon h: Z(N) x Z(N) — R,

hMX,Y)=g(I(X,Y),U),
jolle pétee
I(X,Y) = h(X,Y)U.
Reaalinen toinen perusmuoto taas médraé yleistetyn (1, 1)-tensorin s: Z(N) — 2 (N)

yhtalslli
h(Xv Y) - g(S(X),Y) - g(X7S(Y)> )
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missd jalkimmainen yhtalo pétee koska reaalinen toinen perusmuoto on symmetrinen.
Tensoria s kutsutaan muoto-operaattoriksi (shape operator).
Seuraavat ominaisuudet on helppo tarkastaa*:

Seuraus 9.10 (Weingartenin yht#lé hyperpinnoille). Olkoot X € 2°(N) jaU € Z+(N).
Tallown

VYU = —s(X). O
Seuraus 9.11 (Gaussin yhtélé hyperpinnoille).

2
g(z, ) 9(y,y) — g(z,y)
_ KM(P) 4 9(s(x),2) 9(s(y),y) —g(S(wQ),y)? O
9(z,2) 9(y,y) — 9(z,y)
Esimerkki 9.12. (1) Lasketaan hyperpinnan S* C E"*! kaarevuus muoto-operaattorin
avulla: Vektorikenttd U = ). 2'0; on alimoniston S™ yksikkonormaalikentti. Se voidaan

jatkaa samalla lausekkeella koko ympérsividan avaruuteen E*! ja kaikille vektorikentille
patee

s(X)=-VxU=-X,
joten sijoittamalla Seurauksen lausekkeeseen minka tahansa tason P minka tahansa
kannan saamme helposti tuloksen K(P) = 1.
(3) Hyperbolisen avaruuden H" ylemmén puoliavaruusmallin alimonisto

H ={zecH": z,=1}

varustettuna indusoidulla metriikalla on isometrinen euklidisen avaruuden E"~! kanssa.
Se on siis negatiivisesti kaarevan Riemannin moniston litted hyperpinta.

9.4. Geodeesit alimonistolla. Olkoon v: I — N polku Riemannin moniston M alimo-

nistolla N. Olkoot % ja % kovariantit derivaatat pitkin polkua v monistoilla M ja N.

|Gaussin kaavap nojalla

9 = RS (CTORTO

Seuraus 9.13. Polku ~v: I — N on geodeesi alimonistolla N, jos ja vain jos sen M -
kuihtyvyysvektori Dd—lf"y(t) on alimoniston N normaalivektori jokaisessa polun vy pisteessd.

Todistus. Yhtalo @ antaa kiihtyvyysvektorin %1@) esityksen ortogonaalisena summa-
DN

na, toisen perusmuodon arvot ovat normaalivektoreita ja —-%(*) on aina alimoniston
N tangenttivektori. Jos kiihtyvyys on normaalivektori, niin tangentiaalinen komponentti
on 0. U

Esimerkki 9.14. Olkoon T Esimerkissa tarkasteltu euklidisen avaruuden upotettu
torus, joka on kuvauksen ' = Fpg,: [0,27] x [0, 27]
Fr,(0,¢) = ((R+rcos)cos¢,(R+rcosf)sing,rsind)
kuvajoukko. Télléin vektorikentét
dF0y  0pF(0,9)

= = (—sin 6 cos ¢, — sin @ sin ¢, cos )
r r

ja

dFo 0,F (0, )
L (6,9) = (—sin ¢, cos ¢, 0)
R+7rcos@ R+rcosf
antavat jokaisessa toruksen pisteessa tangenttiavaruuden ortonormaalin kannan.
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Olkoot
T,0(t) = F(0,t) = ((R+ rcosf)cost, (R+ rcosf)sint,sinf),
Y2.6(t) = F(t,0) = (R4 rcost)cos ¢, (R + rcost)sing, rsint).
Niiden polkujen kiihtyvyydet avaruudessa E? on helppo laskea standardikoordinaateissa
H1.0(t) = (—(R+ rcosf) cost,—(R + rcosf)sint,0),
N2.6(t) = (=71 cost cos ¢, —r costsin ¢, —rsint).
Huomataan, etta 4, o(t) € Tvl’e(t)TL, jos ja vain jos 6 = k¢ jollain kokonaisluvulla k ja etté
Yo,6(t) € Ty, ,yT+ kaikilla ¢. Polut v, 71+ ja polut 724 kaikilla ¢ ovat siis geodeeseja
Seurauksen nojalla. Muilla parametrin 6 arvoilla polut 7, ¢ eivdt ole geodeeseja.
Toruksella 7" on pisteité, joissa kaarevuudet poikkeavat toisistaan selvasti. Tarkastellaan
muoto-operaattoria kuvauksen Fg(r,0,¢) = Fr. (6, ¢) antamissa koordinaateissa. Néissé
koordinaateissa euklidisen Riemannin metriikan lauseke on
g = dr* +1r*d0* + (R + r cos 0)*do
ja koordinaattivektorikentista saa helposti ortonormaalin kehyksen [
Oy Oy
E.=0., FEy=—, Ey,=—"—.
T ® " R+4rcosf
Nollasta poikkeavat Christoffelin symbolit ovat

bp = —1, I, =—cosO(R+rcosh),

ry, =T% =1/r Ff¢ = Fﬁr =cosf/(R+rcosb),
joten

1 g .
5(Eg) = —~Va,0, = _T_g ja

1 cos 0 Oy

- V5,0, = —F—————.
R+rcosf % (R4 rcosf)?
Seurauksen nojalla (kdyttaméalla ortonormaaliutta) saadaan

s(Ey) =

cos ¢
K@O,¢) =——.
(6,9) r(R 4+ rcos@)
Néemme siis esimerkiksi, ettd Euklidisissa koordinaateissa
1
K(R 0,0)=K(0,0) =————=>0
(R1,0.0) = K(0.0) = prs >0,
K(R.7,0) = K(5,0) =0,
1
K(R—-1,0,0)= K(7,0) = —— <0.

Kuvasta katsomalla positiivinen kaarevuus tarkoittaa, etta torus on kokonaan tangenttita-
sonsa yhdella puolella, nollakaarevassa pisteesséa torus sivuaa tangenttitasoaan ja negatii-
visesti kaarevassa pisteessi toruksen pinnalla on polkuja, jotka kaareutuvat vastakkaisiin
suuntiin.

Propositio 9.15. Olkoon M Riemannin monisto. Olkoon U pisteen p € M normaaliym-
paristé. Olkoon P tangenttiavarvuden T,M 2-ulotteinen taso ja olkoon

S(P) = exp,(P) .

**Katso Luku
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Tdlloin
EM(P) = K*D(P) = K5 (p).
Todistus. Olkoon v € P. Eksponenttikuvauksen méaéarittelyssid kaytettava M-geodeesi

v, toteuttaa yhtalon @ nojalla yhtalon
N

g—t%(o) + I (,(0), 4,(0)) = Z_t%@) _0

ja koska %‘y(o) L I1(%(0),4(0)), taytyy patea kaikille v € P

N

. . . D™ .
H(,74) = 1(3(0), 7(0)) = 0 = —=4(1).
Polarisaation nojalla siis II], = 0, mistd véite seuraa Seurauksen nojalla. 0J

Riemannin moniston M alimonisto N on tdysin geodeesinen, jos jokainen alimoniston
N geodeesi on moniston M geodeesi.

Seuraus 9.16. Alimonisto N on tdysin geodeesinen, jos ja vain jos II = 0. 0J

Esimerkki 9.17. Ei ole kovin vaikea tarkastaa, ettd aliavaruudet E* = E* x {0} C E",
Sk =S¥ x {0} C S" ja H* = H* x {0} C H" ovat tiysin geodeesisia.

Harjoitustehtavia.

9.1. Olkoon X € 2 (M). Osoita, etté vektorikenttd norm X : N — T'N, joka mééaritellaan
asettamalla norm X |, = norm(X,) jokaiselle ¢ € N on silei.

9.2. Osoita, ettd toinen perusmuoto on .% (N)-lineaarinen.
9.3. Todista Seuraus Q.10

9.4. Todista Seuraus [0.11]

9.5. Taydenna esimerkki
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10. KEHYKSET JA TILAVUUSMUOTO

Olkoon U C M avoin joukko. Jos Ey, Es,...E, € Z (U) ovat vektorikenttid, joille
(Erlp, Ealp, - .. Enlp) on tangenttiavaruuden 7,M kanta jokaisella p, niin (Ey, Es, ... E,)
on lokaali kehyskentti. Jos U = M, niin (Ey, Es, ..., E,) on (globaali) kehyskenttd. Jos
(Erlps Ealp, - - -, Enlp) on tangenttiavaruuden T, M ortogonaalinen kanta jokaisessa pistees-
sd p € U, niin (Ey, Es, ... E,) on lokaali/globaali ortogonaalinen kehyskentta.

Joissain tilanteissa ortogonaalinen kehyskenttéd on kédtevampi kuin koordinaattikehys-
kenttd (01,0, ...,0,) mutta pitdd muistaa, ettd yleensi ei pade [E;, E;] = 0, kun taas
koordinaattikehykselle pétee [0;,0;] = 0

Propositio 10.1. Riemannin moniston jokaisella pisteelld on ymparisto, jossa on lokaals
ortonormaali kehyskentta.

Todistus. Olkoon U pisteen p normaaliympéristo. Olkoon (eq,es, ..., e,) tangenttiava-
ruuden 7, M ortonormaali kanta. Mééritelldén (Ey, E,, . .. E,) yhdensuuntaissiirtamalla
kannan (eq, e, ..., e,) vektorit radiaalisia geodeeseja pitkin ympérison U jokaiseen pistee-
seen. Koska differentiaaliyhtaloiden ratkaisut riippuvat sileésti alkuarvoista, saatu kehys-
kentté on siled. Koska yhdensuuntaissiirto on lineaarinen isometria, saadaan ortonormaali

kehys. U
Riemannin moniston M tilavuusmuoto on n-muoto dVol, jolle
dVol(eq, e9,...,e,) = £1
kaikille ortonormaaleille kehyksille ey, es, ..., €,.

Propositio 10.2. Riemannin monistolla M on globaali tilavuusmuoto tismdlleen, jos
M on suunnistuva. U

Propositio 10.3. Riemannin monistolla on lokaalissa koordinaattiympdristossd tilavuus-

muoto, jolle pdtee
dVol(0y, s, . .., 0,) = /] det(gq;)] -

Todistus. Olkoot Vi, Vs, ...V, € Z (M) ja olkoot V; = Y, V0. Méaritelldén

dVol(V4, Va, ..., V) = det(V}) /| det g

Determinantin multilineaarisuuden ja alternoivuuden nojalla nojalla dVol on alternoiva
n-muoto.
Olkoon (E4, Es, ... E,) lokaali ortonormaali kehyskenttéd. Talloin

0ij = g(Ei, Ej) = g EfOr, Y E{0) =) EfEfgu,
¢ ot

k
joten
1 =det &;; = det > Ef Efgy
k.t
= det EF det Ef det g;; = (det E)*det gy,
= dVol(E, Es, ... E,). O
Esimerkki 10.4. (1) Euklidisen avaruuden E" tilavuusmuoto on
de' Adz? A - A da™.
(2) Avaruuden S? tilavuusmuoto stereografisen projektion antamissa koordinaateissa on
dzt A dz? 4r
T Jlal® (3 72)
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(3) Hyperbolisen avaruuden H" tilavuusmuoto puoliavaruusmallissa on
dx' A dz?

n
Lo

Harjoitustehtavia.

10.1. Miiritd Riemannin monistojen E?, S§? ja H? tilavuusmuodot normaalikoordinaa-
teissa ja laske r-siteisen pallon B(p,r) pinta-ala ndissd monistoissa.
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11. PROJEKTEJA

Projektien aihe opiskellaan tehtdvénannossa mainituista lahteisté ja/tai muista lahteis-
téd. Aiheesta kirjoitetaan raportti, jossa todistetaan tarvittavat tulokset ja/tai selostetaan
yksityiskohtaisesti tarkasteltava esimerkki.

Projekteista keskustellaan 2. helmikuuta klo 16 salissa MaD381, jota ennen ne olisi
hyva palauttaa.

11.1. Littedt monistot. Osoita, ettd Riemannin monisto M on lokaalisti euklidinen,
jos sen kaarevuustensori R = 0. Todistus esitetédén ldhteessé |[Leell Thm. 7.3]. Todistuk-
sessa viitataan lihteeseen [Boo| mutta kommutatiivisten vektorikenttien normaalimuoto
kannattaa opiskella lahteestéd [Lee2, Thm. 18.6].

11.2. Ensimmainen variaatio. Osoita, ettd geodeesit ovat polun pituuden antaman
funktionaalin kriittisié pisteitd. Katso [Leel, Thm. 6.7|. Polun v: I — M energia on

BO) =5 [ 1

Lahteessd |[GHLL 2.96 ja II1.B| osoitetaan, ettd v on myos energiafunktionaalin kriittinen
piste.

11.3. Semi-Riemannin metriikat ja hyperbolinen avaruus. Minkowskin avaruus @
on pari
Mn,l — (Rn—&-l’ h) ’

missa, .
h=—d’ +) (dz')’
=1

on Lorentzin metriikkd™, on semi-Riemannin monisto. Osoita, etté Lorentzin metriikka
indusoi Riemannin metriikan alimonistolle

jfn::{@g@GEMWJ:—ﬂ-%§;Cﬂf::—1}

siten, ettd ¢ on isometrinen hypebolisen avaruuden H" kanssa. Kuvaile avaruuden 72"
isometrioita Lorentzin ryhmin O (n, 1) avulla ja kuvaile avaruuden J#" geodeesit. Katso
[Leell Prop. 3.5, Prop. 3.6, Prop. 5.14|

Htuttu erityisestd suhteellisuusteoriasta.
Hjoka ei ole positiividefiniitti
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