Johdatus dynaamisiin systeemeihin 2022

Harjoitus 6: ratkaisuja

1. Todista Lemma 7.4.

Todistus. Jonoavaruuksien Y4 ja €24 madritelméassa matriisi A madarittelee, mitka sym-
bolit saavat seurata toisiaan. Olkoon w € ¥4 ja olkoon k € N. Tall6in

Agutyowk+1) = Avkr)wk+2) = 1.

Siis ow € ¥ 4. Kaksipuolisten jonoavaruuksien tapaus todistetaan samalla havainnolla.
Olkoon w € ¥y — 4. Télloin on k € N, jolle Ay kywk+1) = 0. Sama patee kaikille w’ e

C’ﬁéﬁz(lk +1) Joten sylinteri Cﬁ@?:(lk +1) on alkion w avoin ymparisto avaruudessa . [
2. Olkoon

()

Osoita, ettéd jonoavaruudet 34 ja 24 ovat ylinumeroituvia.

Todistus. Jonoja, joissa muodostetaan kaikki mahdolliset jonot symboleista 01 ja 11 on
ylinumeroituva maara. Kaikki nama sisaltyvat avaruuksiin 4 tai Q4. O

3. Osoita, etta kaikki joukon [0, 1[2 N Q? pisteet ovat Arnoldin kissakuvauksen jaksollisia
pisteita. E]

Todistus. Olkoon x piste, jonka koordinaatit ovat rationaalilukuja. Télloin z = (£, 7)
jollain p,q,r € N. Télloin rationaaliluvut eivat valttamétta ole supistetussa muodossa.
Joukko E, = {(%,é) : 0 < a,b < ¢} on ddrellinen ja 05 (z) € E,, joten 07 (x) € E, on
aarellinen. Koska L on bijektio, tasta seuraa, ettd x on jaksollinen. O

4. Lineaarikuvaus S: R? — R?,
S(z) = (x1 + xa, T2) ,
méarid kuvauksen S: R?/Z? — R?/Z?
S(x + 7% = S(x) + Z*.

Osoita, ettd dynaamisen systeemin S: R?/Z? — R?/Z? jaksolliset pisteet ovat tihedssi ja
ettd se riippuu herkésti alkuarvoista, mutta systeemi ei ole kaoottinen.

Todistus. Jaksollisten pisteiden tiheys todistetaan kuten tehtévissa |3l Olkoon = + Z2 €

R?/(Z?). Pisteelle z + (0, 5 ) + Z* pitee

1

1 1
S*(x 4+ (0, =) + Z?) = (z1 + kg + 30+ 5p

2k
joten d(S"(z + 72), S(z + (0, ;) + Z*) ~ 5. Siis systeemi riippuu herkésti alkuarvoista.
Pisteen x + Z? rata sisiltyy ympyraan {y + Z* € R?/Z* : y, = x5 + Z}, joten se ei ole
tihea. O

Lavenna koordinaattien nimittijiat samoiksi. Luennolla osoitettiin, ettd F' on bijektio.



