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Harjoitus 2: ratkaisuja

1. Todista Lemma 2.13.

Ratkaisu. Tulon derivointisäännön nojalla

d

dt
Fiptq “

d

dt

n
ÿ

k“1
aikgkptq “

n
ÿ

k“1
9aikgkptq ` aik 9gkptq “ pAptq 9Gptqqi ` p 9AptqGptqqi

ja

d

dt
Cijptq “

d

dt

n
ÿ

k“1
aikbkjptq “

n
ÿ

k“1
9aikbkjptq ` aik

9bkjptq “ pAptq 9Bptqqij ` p 9AptqBptqqij .

2. Todista Propositio 2.14.

Ratkaisu. Olkoon F : R Ñ MatnpRq, F ptq “ expptAq expp´tAq. Lemman 2.13 ja Propo-
sition 2.12 nojalla

9F ptq “
d

dt
expptAq expp´tAq ` exp tA

d

dt
expp´tAq

“ A exp tA expp´tAq ` exp tA p´A expp´taqq “ 0.

Siis F on vakio, joten exp A expp´Aq “ F p1q “ F p0q “ In. Tästä seuraa, että exp A on
kääntyvä, koska neliömatriiseille riittää tarkastaa kääntyvyys toiselta puolelta.

3. Olkoon λ P R. Laske exp tA, kun

(a) A “

ˆ

λ 1
0 λ

˙

(b) A “

¨

˝

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

˛

‚

Ratkaisu. Matriisi λIn kommutoi kaikkien n ˆ n- matriisien kanssa. Siis Esimerkin 2.9,
Harjoitustehtävän 2.6 ja Lemman 2.16 nojalla saadaan

exp
ˆ

λ 1
0 λ

˙

“ exppλtI2q exp
ˆ

0 t
0 0

˙

“ eλt

ˆ

1 t
0 1

˙

“

ˆ

eλt teλt

0 eλt

˙

ja

exp t

¨

˝

λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

˛

‚“ eλt

¨

˝

1 t t2

2
0 1 t
0 0 1

˛

‚ .

4. Osoita, että kuvaus x : R Ñ R2,

xptq “ eλt

ˆ

a ` tb
b

˙

on differentiaaliyhtälön
9x “

ˆ

λ 1
0 λ

˙

x

ratkaisu alkuarvolla xp0q “ pa, bq.



(1) Miten ratkaisu käyttäytyy, kun λ on positiivinen tai negatiivinen?

(2) Hahmottele ratkaisukäyriä muutamilla alkuarvon pa, bq eri arvoilla, kun λ “ ´2.

(3) Siinä tapauksessa, että xptq Ñ 0, kun t Ñ 8, osoita, että polun x tangenttivektori
lähestyy vaakasuoraa suuntaa.

Ratkaisu. (1) OY-lauseen ja Tehtävän 2.7 nojalla ratkaisu on

exppt

ˆ

λ 1
0 λ

˙

q

ˆ

a
b

˙

“ eλt

ˆ

1 t
0 1

˙ ˆ

a
b

˙

“ eλt

ˆ

a ` bt
b

˙

.

(2)
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(3) Oletetaan, että λ ă 0. Jos lisäksi b “ 0, niin xptq “ eλt

ˆ

a
0

˙

ja derivaattavektori on
aina vaakasuora. Jos b ‰ 0, niin

9xptq “

ˆ

λ 1
0 λ

˙

eλt

ˆ

a ` bt
b

˙

“ eλt

ˆ

λpa ` btq ` b
b

˙

.

Siis komponenttien suhteelle pätee

eλt
`

λpa ` btq ` b
˘

eλtb
“ λ

a

b
` 1 ` λt Ñ ´8

kun t Ñ 8, joten tangentti lähestyy vaakasuoraa.

Tehtävät 5– 6: Miten differentiaaliyhtälön 9x “ Ax. ratkaisut käyttäytyvät? Havainnollista
kuvalla.

5. A “

ˆ

1 1
4 1

˙

.

Ratkaisu. Matriisin A ominaisarvot ovat karakteristisen polynomin

p1 ´ λqp1 ´ λq ´ 4 “ λ2
´ 2λ ´ 3

juuret λ “ 3 ja λ “ ´1. Origo on satula, koska matriisilla A on positiivinen ja negatiivinen
ominaisarvo.
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6. A “

ˆ

2 1
1 1

˙

.

Ratkaisu. Matriisin A ominaisarvot ovat karakteristisen polynomin

p2 ´ λqp1 ´ λq ´ 1 “ λ2
´ 2λ ´ 3

juuret λ “ 3`
?

5
2 ja λ “ 3´

?
5

2 . Origo on lähde, koska matriisilla A kaksi positiivista
ominaisarvoa.
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