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1. Klassisen moniston M tangenttikimppu TM wvoidaan varustaa siledn moniston
rakenteella siten, ettd karttaympdaristdjd ovat joukot UpeU T,M, missi U on moniston

M karttaympdristo, karttalehdet ovat joukkoja o(U) x R? ja lokaalit parametrisoinnit
oval kuvaukset

p(U) xR = | JT,M : (2, X) = (¢! (x), Do ' X).

peU

Miten tangenttikimpun topologia mddraytyy? (Anna topologian kanta tai kuvaile avoi-
met joukot tai ympdristit tms.)

Ratkaisu: Topologia ma&réaytyy siitd, ettéd karttakuvauksien kuuluu olla homeomor-
fismeja. Pisteen (z,X) € p(U) x R? kantaympéristsjd ovat tulotopologiassa joukot
A x B, missi A on avaruudessa p(U) C RY C R" ja B avaruudessa R? avoin —
riittdd valita A:ksi ja B:ksi topologian kantajoukko. Koska U C R? on tavallises-
sa topologiassa avoin joukko, voidaan A ja B valita esim. euklidisiksi palloiksi, siis
A={yeR!||z—y| <etjaB={ZecR!||Z-X]| < e}, jolloin pisteen
(o Hx), Dy ' X) kantaympiéristoksi tulee

{(0,Y) € TM | o(p) — =l < € ja [ Dpp(Y) = X|| < e}

2. (Jatkoa) a) Onko tavallisen pallon Sy tangenttikimppu topologisena avaruutena
sama kuin tuloavaruus So x R%?

b) Onko tavallisen pallon Se tangenttikimppu topologisena avaruutena sama kuin
tuloavaruus Sy x R??

c) Onko Mébiuksen nauhan M tangenttikimppu topologisena avaruutena sama kuin
tuloavaruus M x R??

Ratkaisu: a) Kylld on — yleistetty sylinterihédn se. Homeomorfismiksi kiy esimer-
kiksi kuvaus

T(Sy) = S1 xR: (p, X) — (p, X),

joka on selvéstikin homeomorfinen tehtévin 1 kuvailemassa topologiassa.
b) Ei ole. Epétriviaalia: Karvaisen pallon lause....

3. Osoita, ettd ainoa jatkuva ryhmdahomomorfismi p kddntyvien 2x 2-matriisien ryh-
maltd GL(2,R) positiwvilukujen multiplikatiiviselle ryhmdlle RY_, jolla lisiksi

a 0 p
{0 J 2 g,
on kuvaus A — |det A|.
Ratkaisu: Gauss-Jordan-menetelmén yhteydessd on lineaarialgebrassa todistettu,
ettd jokainen kédntyvid matriisi saadaan yksikkomatriisista kolmella perustoimituk-
sella, joita ovat rivin kertominen luvulla, rivinvaihto ja rivin liséiéminen toiseen. Namé



kaikki voidaan toteuttaa kertomalla sopivalla "alkeismatriisilla’:

a 0] [a b]  [aa ab

0 1] |c d_ B c d

0 1] [a b] _ (¢ d

L 0] |c d_ B a b

1 0] [a b] _ [ a b
L 1] |e d___a+c b+d

Koska determinantin itseisarvo on multiplikatiivinen funktio, riittda todistaa véiite
alkeismatriiseille. Oletuksen mukaan se pétee kertolaskun tuottaville. Koska rivinker-
tomismatriisi kertoo sarakkeen, kun kerrotaan oikealta, niin sarakkeen kertominen
luvulla sdilyttda matriisin ominaisuuden p(A) = det A.

Koska rivinvaihtomatriisi kerrottuna itselldén tietenkin on identtinen, se kuvautuu
1:n neliGjuureksi, positiivisuusoletuksen nojalla siis ykkoseksi, joka onkin sen deter-
minantin itseisarvo. OK!

Yhdistelména kahdesta edellisestéd saadaan, ettéd lause péatee diagonaalimatriiseille

ja niistéd rivin- tai sarakkeenvaihdolla saataville matriiseille . Koska jokainen

0
symmetrinen matriisi diagonalisoituun eiké konjugointi muuta determinantin eiké
hommorfismin p arvoa, lause pétee kaikille symmetrisille matriiseille, mutta rivin-
lisdysmatriisi ei ole symmetrinen, joten on keksittdvd muuta. Koetetaan rakentaa
se konjugoimalla jotain jo osattua epdsymmetristd matriisia, esimerkiksi matriisia

{(1) (2)} . Kokeiltuani yleiselld matriisilla [z
1 b

10

Z] konjugointia huomasin, etté yritteeksi

riittdd konjugointi matriisilla C' = [ ] . Koska p on homomorfismi, niin edellisen

0 2
mukaan p(C [1 0

} C~!) = 2. Lasketaan kojugaatti suoraan:

el de-fR e

=2 - +2] 1
=2 2 b
Valitsemalla b = /2 saadaan, etti
-2 0] 1
p( {_2 2:| E) = 2>

joten

mista viite seuraa.

4. (Jatko)

a) Osoita, ettd ainoat jatkuvat ryhmdahomomorfismit p kddntyvien 2x 2-matriisien
ryhmdltd GL(2,R) posititvilukujen multiplikatiiviselle ryhmdlle RY. ovat kuvaukset
A |det A|*, missid o € R.



b) Entd ryhmdahomomorfismit GL(n,R) — R%? (tai GL(n,R) — R*?)

Ratkaisu: a) Tietenkin kuvatunlaiset funktiot ovat ryhmahomomorfismeja.Toisaalta,
jos p: GL(n,R) — R* on ryhm#&homomorfismi, niin tarkastellaan jonkin ykkésmat-
riisista eroavan alkion kuvaa, mukava on esimerkiksi

e 0 oga *
p(|:0 1:|):a:€1g ERJF

Nyt kuvaus A — p(A)l/ loga toteuttaa edellisen tehtivin ehdon yhdelle luvulle a.
Koska diagonaalimatriisi kerrotaan termeittéin, seuraa tésté ja jatkuvuudesta (VAS-
TA NYT TARPEEN), etté se pétee kaikille a mista véite seuraa edellisen tehtévin
perusteella.

b) Positiivinen tapaus yleistyy suoraan. Jos positivisuudesta luovutaan, joutuu
miettiméén merkkid. Tulokseksi tulee, ettd otetaan determinantin merkki (potens-
sin korottamisen ajaksi on merkistd luovuttava, koska vain positiivliluvuilla on yksi-
kéisitteinen reaalinen potenssi.)
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6. Ryhmdin G = GL,(R) eli GL(n,R)alkiot ovat kadntyvit n X n-matriisit. Matrii-
situlo vasemmalta gA = Ly(A) : G — G on lineaarikuvaus (sellaisen rajoittuma),
joten se on itsensd derivaatta ja sen Jacobin determinentti on siis sen determinant-
ti. Koska matriisitulo vasemmalta gA = L,(A) lasketaan kertomalla A sarakkeittain,
se voidaan kirjoittaa: gA = [gxt, ..., gz"], missd vektorit x',... x™ ovat matriisin A
sarakkeet.
Osoita, ettd
JL, = det L, = (det g)".

Ratkaisu: Suora lasku tdmaéakin.

7. Osoita, etti vastaavalla tavalla saadaan oitkenpuoleisen kertolaskun Jacobin dete-
minantti siitd huomiosta, ettd oikealta kertominen kertoo matriisin riveittdin. Siksi
myos

JR, = det R, = (det g)".

Ratkaisu: Sama juttu.

8. Olkoon p Lien ryhmdn G normalisoitu vasen Haarin mitta ja g € G. Osoita, ettd
myds pg(A) = u(gAg™) on vasen Haarin mitta. (Onko sekin normalisoitu?)
Ratkaisu: Suora lasku tamékin.

9. Osoita, ettd moduli A on ryhmdéhomomorfismi G — (R4, -).
Ratkaisu: Helppo.

10. Maéritelma: Lien ryhmdn (yleisemmin: topologisen ryhmdin) G osajoukossa
E C G madritelty reaaliarvoinen (tai kompleksiarvoinen tms.) funktio f : E — R on
vasemmalta tasaisesti jatkuva, jos kaikille ¢ > 0 on olemassa neutraalialkion e € G
ympdristo V. C G siten, ettd |f(z) — f(y)| < € kaikilla x € E jay € ENVz.
Vastaavasti mddaritellddan oikealta tasaisesti jatkuva funktio.

Osoita, ettd kompaktissa osajoukossa E C G jokainen jatkuva funktio on vasem-
malta ja oikealta tasaisesti jatkuva.



Ratkaisu: Kuten analyysin kursseilla. MOTIIVINA SEURAAVA:

11. (Jadnee ensi viikkoon:)
Osoita, ettd moduli A on jatkuva kuvaus G — (R, ).
Vihje: Tarkastele sellaista jatkuvaa kompaktikantajaista funktiota f : G — R, jolla

/G F(#) du(w) = 1.
Osoita, ettd
A(g)z/Gf(xg‘l)du(fv)-

7a kdytd edellisen tehtdvin tulosta.
Ratkaisu:



