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D 381 klo. 16-18.
Monistoaiheista kirjallisuutta on saatavissa ilmaiseksi verkosta. Esimerkiksi:

e Guillemin and Pollack: Differential Topology. On ainakin 2 osoitetta:
http://www.4shared.com/office/9055XIYR/Guillemin_Pollack_-_Differenti.html
pdfdatabase.com/differential-topology-guillemin-pollack.html

e Holopainen: Differentiaaligeometria (harjoitustehtivineen!) osoitteessa
https://wiki.helsinki.fi/display /mathstat Kurssit /
Johdatus+differentiaaligeometriaan,+syksy-+2009

Kumpaankin kirjaan on olemassa my0s harjoitustehtéivien ratkaisut.

1. Derivoi funktio ¢ : R = R: 2 — ¢(z) = 2 [71 — 2? dx. Sen jéilkeen, keksi

a) derivoituva tai jopa siled kuvaus ympyrilti S = {x € R? | r?+1x3 = 1} nelivlle
Q = {z € R? | max{|z1], x|} = 1}

b) derivoituva tai jopa siled kuvaus nelioltd ympyrélle

¢) diffeomorfismi ympyrélta neliolle.

2. Lue liite.
3. Perustele, miksi "Klassinen monisto on luonnollisesti abstrakti monisto”.
4. Perustele, miksi neli6 ei ole klassinen monisto.

5. Nelion Q = {z € R? | max{|z:,|z2|} = 1} voi yrittdé varustaa abstraktin monis-
ton rakenteella valitsemalla sille tavallisen topologian (joka tietenkin on Hausdorff)
ja karttaympéristot (piirrd ne; muodostuvat kahdesta sivusta.)

U++:{$€Q‘x1+a:2>0}
Ui ={z€Q |z — 2> 0}
U_+:{a:€Q‘x1+a:2<0}
U_={z€Q|z—z,<0}

sekd karttakuvaukset (kulmassa arvo 0)

(x,1) >z —1
%) U,y - R
e {(Ly)Hl—y
o U R (x,—1) > 2x+1
(Ly)—y—1

jne. (siis miten!)

Laske kartanvaihtokuvaukset ja lokaalit parametrisoinnit. Syntyiké monisto?

6. Ovatko edellisen tehtdvéan karttakuvaukset derivoituvia? (Kompa! Riippuu jos-
tain.)



7. Parametrisoidaan ympyrd S = S! seuraavasti (tavalliseen tapaan):

Uy ={zeS |z >-1}
U_:{ZEES|I1<1}
o't ]—m7[— S: tr (cost,sint)
o' ]0,27[— S: t+> (cost,sint)
a) Osoita, ettd ndmé tekevéit ympyrastd abstraktin moniston.
b) Osoita, ettd namé ovat (klassisia) diffeomorfismeja méaérittelyjokoiltaan kuva-
joukoilleen ja osoittavat siis ympyréan klassiseksi monistoksi.
¢) Vertaa neliolle (edelld) yrittaméési abstraktin moniston rakenteeseen.
d) Osoita, ettd ympyrén kierto ja peilaus ovat sileitd kuvauksia, jopa C*— diffeo-

morfismeja ja S on siis (abstrakti) Lien ryhma.
Osoita suoraan méiiritelmisti, ettd ryhmén S* laskutoimitus on siled kuvaus.

8. (Lahde: http://en.wikipedia.org/wiki/Indefinite_orthogonal group . )
Méaritellaan:

e bilineaarikuvaus V2 — R on bilineaarimuoto Q vektoriavaruudessa V ~ R”

e bilineaarimuoto @ on degeneroitumaton, jos (VyQ(z,y) = 0) = =z = 0.
(Taméa on yhtapitdavad sen kanssa, ettd kuvaus x — @Q(x,y) on lineaarinen
isomorfismi V' — V* = {f : V — R | f on lineaarinen }).

e bilineaarimuodon @ matriisi kannassa E = (eq,...,e,) C V on n X n-matriisi,
jossa

CLZ‘J' = Q(Gi, €j).
Luonnollisesti () méariytyy tédysin matriisistaan, kun kanta on annettu.

e bilineaarimuoto @ on positividefiniitti, jos (Vx # 0 : Q(x,x) > 0).

e bilineaarimuoto @ on symmetrinen, jos (Vz,y : Q(z,y) = Q(y, x).

e () on symmetrinen aina ja vain, kun sen matriisi on symmetrinen. Itse asiassa
Q(z,y) = 2T mat Qy, misté niikyy, ettd kannassa, jossa @ on diagonalisoitu
ominaisarvoin \;, péitee Q(e;, ;) = \;d;;, joten symmetrinen () médrdytyy iso-
morfiaa vaille tdysin ominaisarvoistaan. Jos jokin ominaisarvo on 0, symmet-
rinen bilineaarimuoto on degeneroitunut. Degeneroitumattoman symmetrisen
bilineaarimuodon ominaisarvot ovat siis kaikki nollasta eroavia.

e symmetrisen bilineaarimuodon @ signatuuri on kolmikko (n, m, k), missid n =
#{pos. ominaisarvot}, m = #{neg. ominaisarvot}, m = #{0-ominaisarvot}
laskettuna kertalukujensa mukaan. Degeneroitumattomassa tapauksessa sig-
natuurin kolmas luku jatetdan yleensd mainitsematta.

o (kddntyvéd) lineaarikuvaus T € GL(V) sdilyttid lineaarimuodon @, jos

Q(T'(v), T(w)) = Q(v, w)
kaikille vektoreille v, w € V.
Seuraavassa oletetaan, ettd () on degeneroitumaton symmetrinen bilineaarimuoto.

a) Osoita, ettd lineaarimuodon @ siilyttévien lineaarikuvausten T € GL(V)
joukko on ryhmén GL(V') aliryhmé&. Merkitéén sitd Og (V).

b) Osoita, ettd jos ) on positiividefiniitti, niin Og(V') on isomorfinen ryhmén
O,(R) kanssa. (TAmé on tapaus, jossa Q:n signatuuri on (n,0)).



. (jatkoa) Lorentzin ryhméa

a) Osoita, ettd ryhmét Og (V') and Og (V') ovat isomorfiset, jos symmetristen bili-
neaarimuotojen @ ja @’ signatuurit ovat samat. Merkitéén yleisesti O(k, 1)):1la
néiden kanssa isomorfista ryhméé.

b) Lorentzin ryhmd on O(3,1). Osoita, ettd O(3,1) on Lien ryhmé. Mairaa sen
dimensio. Ei ole kovinkaan paljon vaikemapaa osoittaa, ettd jokainen O(k,1)
on Lien ryhmé. Kuinka moniulotteinen?



