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29.3. Hermiittisen operaattorin spektraaliparven konstruktio.

IDEOINTI 29.9. Varmistettuamme néin integraalin olemassaolon kiymme var-
sinaisen ongelman kimppuun: Miten hermiittisesté operaattorista muodostetaan
spektraalimitta E, jonka avulla A voidaan lausua ”diagonaalimuodossa” A =

My
[T AdE,,.

Arvataan aluksi Eg = E([—o00,0[). Tarkasteltuamme esimerkkingd diagonaali-
muotoista operaattoria olemme saaneet aiheen ajatella, ettdi diagonaalimuotoinen
operaattori on positiivinen, jos E) = 0 kaikille A < 0. Erityisesti A:n rajoittuma
operaattorin E([0, co[) kuva-avaruuteen, jota merkitsemme Hjy o[ on positiivinen
ja rajoittuma operaattorin Ey kuva-avaruuteen Hy on negatiivinen. Koska ortopro-
jektio médrdytyy kuva-avaruudestaan, olisi riittéavad 16ytad nima. Kun A € C\{0},
niin operaattoreilla T' ja AT on tietysti aina sama kuva-avaruus. Siksi Hjg o[ saat-

taisi hyvinkin olla sama asia kuin kuin A:mn positiivisen osan A4 = f0M+ AdE).
kuva-avaruus. Timén ohjelman ldpiviemiseen tarvitaan konstruktio, jolla A:n po-
sitiiviosa saadaan médrittyd suoraan ilman spektraaliesitystia. Osoittautuu, etté se
onnistuu: Ay = %(\/ﬁ — A). Nelisjuuren voi koettaa méiiritelld sarjakehitelmén
avulla.

Toteutamme edelld hahmotellun suunnitelman, mutta motivaation yllédpitdmi-
seksi emme tee sitd ihan jérjestyksessi, vaan katsomme ensin, miten A:n positii-
viosan kuva-avaruuden avulla konstruoidaan etsitty spektraaliparvi. Konstruktio
aloitetaan asettamalla E, = I — Eg.

Seuraava lemma luettelee A:n positiiviosan kuva-avaruudelle projisioivan projek-
tion E oleelliset ominaisuudet:

LEMMA 29.10. Hermiittisestd operaattorista A lihtemdlld voidaan konstruoida
ortoprojektio E , jolla on seuraavat ominaisuudet:

(1) Ex kommutoi A:n kanssa ja jokaisen sellaisen operaattorin kanssa, joka
kommutoi A:n kanssa, ts. jos B € B(H) ja AB = BA, niin Ey B = BE_..
(3) Ker A C Ker(I — E).

TobisTus. Perustelun idea esitettiin edelld. Yksityiskohdat kdymme lépi koh-
dissa 29.11 — 29.24.

MAARITELMA 29.11. Olkoon Ey = I — E (), missd E()\) on hermiittisesté
operaattorista A — Al lemman 29.10 mukaan konstruoitu projektio.

HuomAuTuUs 29.12. Ideana on, ettd E(\) on likimain projektio operaattorin
A )X:aa suurempia spektraaliarvoja vastaavalle aliavaruudelle, joka on sama kuin
operaattorin A — \I positiivisia spektraaliarvoja vastaava aliavaruus.

LAUSEEN 29.6. TODISTUS. Osoitamme, ettd edelld méaritelty kuvaus E tayttia
lauseen 29.6 ehdot. Emme taaskaan etene aivan numerojirjestyksessi.
Ainakin jokainen Ej on projektio.

29.6.(3) Haluttu kommutointiehto seuraa tietysti lemmasta 29.10. Erityisesti
siis EAE, = E,E) kaikilla A ja pu. Tatd kommutointiehtoa kéiytdmme seuraavissa
laskuissa tuon tuostakin.
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29.6.(1) Osoittaaksemme, ettd Ey on kasvava oletamme, ettd A < p, ja viitdmme,
ettd Ex < E,, eli ettd Ey = E\E,,, eli ettéd operaattori P = E\(I —E,) on 0.
E, on miiritelty lemman 29.10 avulla, jossa olennaista on'#? | etti

n

(A= ME, <0

g (A= \)(I —E,) > 0.

Tietysti samat kaavat péatevit E,:lle.
Projektioiden perusominaisuudesta E? = F saadaan, etté

EP=Pja(I-E,)P=P.
Tehtaviiné on osoittaa, ettd jokainen Pz on 0. Koska
E\(Px) = Pz ja samoin (I — E,)(Pz) = Px,
niin (1) nojalla

) ((A—= M) Px|Pz) = (A= A)E)\Pz|Px) <0 ja
2) ((A—pl)Pz|Pz) = ((A—pl)(I — E,)Pz|Px) > 0.

Erotus antaa (A — p)(Px|Px) = (A — p)||Pz]|? > 0. Mutta oletimme \ < y, joten
ilmeisesti todella Pz = 0.

29.6.(2) ja 29.6.(4) Spektraaliparven kuuluu olla vasemmalta vahvasti jatkuva.
Naytédmme samantien oikeanpuoleistenkin pisteittiisten raja-arvojen olemassaolon.
Muistamme aluksi, etté reaaliarvoisella kasvavalla funktiolla on kaikkialla olemassa
toispuoleiset raja-arvot. Todistammekin viiitteemme reaaliarvoisen funktion A —
(Exz|z) avulla. Ennen sitéd kirjaamme kuitenkin viel& edellisen kohdan havaintoja
vih&n uuteen muotoon:

VALMISTELU. Olkoon taas A < p. Merkitdin A = [\, u| ja E(A) = E([\, u]) =
E, — E). Koska A — Ej on kasvava parvi projektioita, niin E,E(A) = E(A) ja
(I —E\E(A) = E(A) > 0. Todistuksen alkuosassa esiintyvit kaavat (1) koskevat
erikseen lukuja A ja p, joten yhté lailla

(A—pl)E, <0 ja samasta syysté

3) (A— M) —Ey) > 0.

Saamme:

A (A= p)E(A) = (A - pl)EpE(A) <0
) (A~ ADE(A) = (A — \)(I — ENE(A) >0,
142 Muista laskiessasi ettd médritelmésss on kaksi siirtyméd komplementaariseen avaruuteen:

E), = I — E{()\), missi E4(A) on hermiittisestd operaattorista A — Al lemman 29.10 mukaan
konstruoitu projektio.
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joten
(5) AE(A) < AE(A) < uE(A),  missi A = [\, .

Néiden valmistelujen jéilkeen tarkastamme raja-arvo-ominaisuudet kohdassa p €
R. Olkoon sitd varten x € H. Parven A\ — E) kasvavuuden takia funktio A —
(Exz|z) on kasvava, joten silld on ainakin toispuoleiset raja-arvot limy -, (Exz|x)
ja limy ,(Exz|z). Olkoot A < v < pu. Koska E, — Ej on ortoprojektio, niin

|E,z —Exz||? = (E, —E)\)%z|z) = (B, —Ey))z|z) = (BEyz|z) — (Exz|z) — 0 € H,

kun A 7 p ja siis myos v ' p. Koska avaruus H on tdydellinen, on siis olemassa

raja-arvot limy ~, Exx = E,_x ja limy\ , Exz = E, z. On endd varmistettava

parven vahva jatkuvuus vasemmalta, siis ettéd kaikilla x € H on E,_z = E,x.
Olkoon E(Ag) =E,- —E, jax € H. Maaritelmien mukaan

E(A)z = (E, — Ey)z "2 E(Ag)z.

Olemme edelld jo huomanneet kaavassa (5), ettd AE(A) < AE(A) < pE(A), joten
operaattori pE(Ag) — AE(Ap) on sekid positiivinen ettd negatiivinen, siis nolla.
Toisin sanoen

eli operaattorin (ul — A) rajoittuma projektion E(A() kuva-avaruuteen on 0, eli
Im (E(Ay)) € Ker(ul — A). Lemman 29.10 kolmas — varta vasten tété tarkoitusta
varten asetettu — ehto Ker(ul — A) C Ker(I — E(\)) antaa tiedon Im (E(Ay)) C
Ker(I —E()\)) eli

E,E(Ag) = 0.

Kaikilla z € H pétee siis

E(Ag)z = }1/11; E(A)z = ;% E,E(A)x =E,E(Ap)r =0,

joten E(Ap)z = 0, mikd juuri on haluttu vasemmanpuoleinen pisteittdinen jatku-
vuus.

Osoitetaan seuraavaksi kohdat 29.6.(3) ja 29.6.(1), joiden mukaan riittdé in-
tegroida A:n alarajasta m sen yldrajaan M. Olkoon aluksi E) # 0. On olemassa
x € H, jolla Exz # 0. Voimme valita x:n siten, ettd vektorin y = Ex pituus on 1.
Nyt

(Ayly) = A = ((A=ADyly) = (A= AD)Exyly) <0,

koska olemme aikaisemmin osoittaneet, ettd (A—AI)E) > 0. Téstéd saadaan haluttu
epiayhtdls m < (Ayly) < A. Olkoon seuraavaksi E) # I. Soveltamalla edellisti
pédttelyd operaattoriin I — E) saadaan epéyhtélo A < M.

Lauseen 29.6 viitteistd on endé jéljelld mielenkiintoisin kohta (2) — A:n lausu-
minen spektraali-integraalina. Tarkastellaan jakoa

m=XN<M<- - <A\y=M+e¢
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ja merkitddin Ay = [Ax—1, \¢[, jolloin E(Ag) = E,, — Ej,_,. Edelld todistetun
térkedn epdyhtélon (5) mukaan AE(A) < AE(J) < pE(A), kun A < p, joten

n

Mot E(Ay) < AE(AR) < ME(AR).

Summaamalla puolittain saadaan

i)\k—lE(Ak) < AiE(Ak) < i AE(A)
k=1 k=1 k=1

Tietysti Y ,_, E(A) = I. Muuta ei tarvita, silli tiedmme jo, ettéd jaon tihen-
tyessd kumpikin summa suppenee kohti samaa operaattoria f0M+ ANE.

Perustelemme lopuksi spektraaliparven yksikésitteisyyden. Muistamme sitd var-
ten lineaarisuuslauseen 29.7 antaman tiedon, jonka mukaan jokaisella polynomilla
p pétee

M+-¢
p(A) = / p(\) dE;.

m

Tésté saadaan kaikilla 2 € H summien ) p(&x)(E(Ag)z|z) raja-arvoja katsomalla:

M+-¢€

(p(A)z]z) = / p(\) d(Exalz),

m

missé oikea puoli on tavallinen Riemann-Stieltjes-integraali, onhan funktio A +—
(Exz|x) kasvava.
Olkoonpa nyt sitten F') toinen spektraaliparvi, jolla

M+-e
A :/ AdF,,

ja joka toteuttaa myos lauseemme jatkuvuus- ja kommutointiehdot. T&ll6in tietysti
myos
M+e
)= [ P dEs,
m

joten kaikilla x € H ja polynomeilla p péitee

M+e

M—+e
0= / p(N) d(Baclz) — (Fazlz)) = / p(N) d((B» — Fazla)).

m m

Stonen ja Weierstrassin lauseen mukaan polynomit ovat sup-normin mielessi ti-
hesissé kaikkien vililld jaktuvien funktioiden avaruudessa. Siksi

M+e
/ p(\) d((Ey — Fy)alz) = 0

kaikilla jatkuvilla funktioilla p. Tistéd seuraa (harjoitustehtéivi; huomaa lisétieto:
A= ((Ex — Fy)z|x) on vasemmalta jatkuval), ettd ((Ex — Fy)z|z) on vakio, joka
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tietysti on 0, koska E,, = F,,. Hermiittinen operaattori E5 — F) on siten seké
positiivinen ettd negatiivinen, siis 0. [J

Ryhdymme nyt todistamaan konstruktion keskeistd lemmaa 29.10, jonka mukaan
hermiittisesté operaattorista A lihtemélld voidaan konstruoida ortoprojektio E,
jolla on seuraavat ominaisuudet:

(1) E4 kommutoi A:n kanssa ja myos jokaisen sellaisen operaattorin kanssa,
joka kommutoi A:n kanssa, ts. jos B € B(H) ja AB = BA, niin E, B =
BE,.
(2) AEL >0ja A(I —E,) <0.
(3) Ker A C Ker(I — E).
Todistusta varten tarvitaan positiivisen operaattorin nelivjuuri, jonka olemas-
saolo on téirke# keksinto.

29.4. Positiivisen operaattorin neliéjuuri.

MAARITELMA 29.13. Positiivisen operaattorin A (positiivinen) nelidjuuri on
(positiivinen) hermiittinen opeaattori B, jolle B2 = A.

Tavoitteenamme on viime kiidessd mééritelld hermiittisen operaattorin positii-
vinen osa. Positiivinen osa tulee olemaan 3(|A| — A), missi |A] = VA2, Siksi
nelivjuuren olemassaolon todistaminen on tarpeellista. Seuraavat kolme lausetta
johtavatkin tdhén tulokseen.

LEMMA 29.14. Jos hermiittiset operaattorit A ja B kommutoivat, ja B on po-
sitivinen, niin myoés BA? > 0.

TODISTUS.

(BA?*z|x) = (ABAx|z) = (BAz|Az) > 0. O

LAUSE 29.15 (RIEsz N. 1930). Jos A ja B ovat on positiivisia ja AB = BA,
niin myds BA > 0.

TopIisTus. Voimme olettaa, ettd A # 0 ja samantien, ettéd ||A|| = 1. Konstruoi-
daan rekursiivisesti jono hermiittisié operaattoreita A,,

A=A
Apyr = A, — A2

n:

Ideana on niyttidid, ettd kaikilla € H pitee Ax = 22021 A,%a:, jolloin pé#stadan
kiyttamain edellistd lemmaa. Tietysti jokainen A, kommutoi B:n kanssa.
Koska médritelmén mukaan A2 = A,, — A, 41, niin

n

DAL= (Ap— Appr) = Ay — Appr = A= Ay,
k=1 k=1

ja riittdé osoittaa, ettd A,z — 0 kaikilla x € H.
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Aloitetaan tarkastamalla induktiolla, ettd 0 < A,, < I. Alku on triviaali: 0 <
A1 = A < ||A||I = I. Induktioaskelta varten oletetaan, ettd 0 < A, < I, toisin
sanoen 0 < A, ja 0 < (I — A,). Madritelméan mukaan A, ; = A, — 42 =
(I — A,)A,, joten tilanne ei ole sama kuin edellisessé lemmassa. Asiantila voidaan
korjata:

n

Appr = Ap(I —Ap) = Ap(I — A2 + (I — Ap)A2.
Niin siis todella A, 11 > 0. Toinen epéyhtilé saadaan helpommin:
(I — A1) =1—A,+ A2 >0.
Kun n#in on todistettu, etti 0 < A,, < I, niin siirrytéddn ndyttdméidn, ettd
Arx — 0, kun x € H. Jokaisessa pisteessi © € H piitee kaikilla n:

n n

>l Ake|* = Z(AkxlAkw) = Z(Aiﬂflx) =
k=1

(ZA m) (Arz|z) — (Aprz|z) < (Arz)z),

joten positiiviterminen sarja on rajoitettu ja siis suppenee. Taméa riittada. [

Seuraava havainto on, ettid kasvava, rajoitettu jono hermiittisii operaattoreita
A,, suppenee, mikili yldraja B kommutoi jokaisen A,:n kanssa.

SEURAUS 29.16'3. Jos kasvavalla jonolla hermiittisii keskenddn kommutoivia
operaattoreita (Ay,)n C B(H) on yliraja B € (H), joka kommutoi jokaisen A, :n
kanssa, niin jono suppenee pisteittdin eli vahvasti kohti jotakin hermaiittistd ope-
raattoria A.

TobisTtus. Erotukset T,, = B — A,, muodostavat vihenevin jonon kesken#in
kommutoivia positiivisia operaattoreita. Rieszin lauseen 29.15 mukaan

(T, —T2)Ty >0
ja (T, — T0)T, >0  kun m < n.

Erityisesti siis télloin jokaiselle z € H piitee
(T2 x|z) > (T, Thx|x) > (T2x|2).

Niinollen ei-negatiiviset luvut (T2 x|x) muodostavat viheneviin jonon, joka siis sup-
penee. Lisiksi (T,,T,x|x) suppenee kohti samaa raja-arvoa, kun n ja m kasvavat
rajatta. THstd seuraa, ettd jono (T,,z)ny C H on Cauchy, silld

| Tz — T, x|]2 (T, — T )*x|z) = (Tfnzl;\:z:) + (T?z|z) — 2(T), Tpx|x) — O.

Avaruuden H téydellisyyden vuoksi (T}, x)n suppenee ja siis myos jonolla (A,z)y
on raja-arvo. []

143Vertaa reaalilukujen aksioomiin!
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LAUSE 29.17. Jos A € B(H) on positiivinen, niin on olemassa tasan yksi posi-
tiivinen operaattori B € B(H), jolle B> = A. Tamd operaattori, A:n positiivinen
neliojuuri B = VA kommutoi jokaisen sellaisen operaattorin kanssa, joka kommu-
toi A:n kanssa.

TobisTus. Ideana on matkia tunnettua tapaa muodostaa positiiviluvun nelic-
juuri Banachin kiintopistelauseen avulla.

Riittéaé tietysti tutkia tapausta, jossa A < I . Mééritelldéin rekursiivisesti jono
hermiittisid A:n ja jokaisen sen kanssa kommutoivan operaattorin kanssa kommu-
toivia operaattoreita asettamalla

BO =0
Bni1 =B, + i(A-B}).

Osoitamme, ettd jono suppenee pisteittiin, ja ettéd raja-arvo on A:n positiivinen
nelidjuuri, vieldpa ainoa. Ainakin B, < I, silld

(1) I—-B,i=i1I-B,)*+iI-A) >0.
Yhtilostd (1) saamme samalla tiedon, etté
Bn+1 - B, = %((I —Bp1+ (I - Bn))(Bn - Bn—l)a

josta seuraa induktiolla, ettd jono (B, )y on kasvava. Seurauksen 29.16 perusteella
jono siis suppenee pisteittdin kohti jotakin hermiittistd — téssé tietysti suorastaan
positiivista — operaattoria B, joka kommutoi A:n ja jokaisen sen kanssa kommu-
toivan operaattorin kanssa, ja jolle B,-jonon konstruktion nojalla pétee

B=B+1i(A-B?),

eli B? = A.

Positiivisen nelivjuuren olemassaolo on todistettu. Naytetdin vield sen yksiké-
sitteisyys. Olkoon D toinen A:n positiivinen neligjuuri. Merkitédéin y = Bx — Dx,
kun x € H.

((B+ D)yly) = (B + D)(B - D)aly) = (B* — D*)zly) = 0.

Tasté seuraa, ettéd (Byly) = (Dyly) = 0, silld B ja D ovat positiivisia operattoreita.
Koska B ja D ovat positiivisia, on niilldkin positiiviset nelivjuuret. Olkoon C' =

VB. Nyt
ICyl|> = (C?y|y)(Byly) = 0,

joten CY = 0 ja siis myos By = 0. Samoin Dy = 0. Saamme:

|Bx — Da> = (B - D)’alx) = (B~ Dyle) =0. O
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29.5. Spektraaliparven konstruktion puuttuva osa.

n

LAUSE 29.18. Olkoon A € (H) hermiittinen. Olkoon E. ortoprojektio aliava-

ruudelle K = Ker(A — VvV A?). Talloin E4 :lla on lemman 29.10 vaatimat ominai-
suudet:

(1) E4 kommutoi jokaisen sellaisen operaattorin kanssa, joka kommutoi A:n
kanssa.
(3) Ker A C Ker(I —E,).

TobisTus. (1) Olkoon AD = DA. Tallsin myds (A — VA2)D = D(A — A2),
joten D(Ky) C Ky jasiis DEL(H) = D(Ky) C Ky, eli E;DE, = DE,. Myos
adjungaatti D* kommutoi tietysti A:n kanssa, joten samoin perusteluin saadaan
E,D*E, = D*E_ . Niistd seuraakin

E.D=(D"E,)" = (ELD"E,)" =E,DE, = DE,,

siis viite (1).
(3) Olkoon Az = 0. Silloin kaikilla z € H:

(VA2z|V A22) = (A%z|z) = (0|z) = 0,

joten VvV A2z = 0, ja siis 2 € Ker(4A — VA2) = K, joten E o = z.

(2) Aloitetaan viimeinen vaihe osoittamalla, ettd AE; > 0. Rieszin lauseen
29.15 mukaan kahden kommutoivan positiivisen operaattorin tulo on positiivinen.
Projektiona E tietenkin on positiivinen, mutta A yleensd ei. Viitteemme saa-
daan kuitenkin todistettua, silli AE, = v A2E,, koska kohdan (1) kommutaatio-
ominaisuuksien ja E:n méiritelmén nojalla

AE+ —V A2E+ - E+(A —V AQ) - 0

Toisen epéyhtélon A(I — Ey) < 0 osoittamiseksi riittdd Rieszin lauseen mukaan
nayttad, ettd

(+) A(I-By) = —(I - EL)VAZ,
Kaikilla x € H on
(A— VA2)(A+ VA2)z = (A2 — A%z =0,
joten Im
(A4 VA?) C Ker(A —VA?) = K, =ImE,,

eli

E, (A+VA?) = (A+VA2).
Mutta E; A = E;V/A2, joten

E.A=E VA2 = 1A+ VA2)

Yht#lossd (%) ja koko lauseessa ei ole enéd todistettavaa. [

Myos spektraaliesityslause on todistettu.
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Harjoitustehtévid ja huomautuksia lukuun X

Harjoitustehtévid lukuun X.
29.1. Olkoon D é&érellisulotteisen avaruuden H = C™ diagonaalioperaattori,
jolla on ominaisarvot \; < --- < A, ja standardikannassa matriisi

A1o... 0
Mat D = : .
0 ... A\,

Miisirds spektraaliparvi E : R — B(C"™) siten, ettd D

M+
D = ANE .

Vrt. esim. 29.4.144
29.2. a) Olkoon D #érellisulotteisen avaruuden H = C™ diagonaalioperaattori,

jolla on ominaisarvot Ay, ... A ominaisavaruuksin Hy,..., Hy C H
A1o... 0
: : 0
0 ... X\
Mat D = : :
Ak .. 0
0 : :
0 Ak

Osoita, ettd D on muotoa
M+
D= / AdE)

ja médraé spektraaliparvi E : R — B(C™).

b) Madrad projektio E([a, b[) kaikille viileille.

c) M#arad projektio E(A) kaikille avoimille joukoille A C R.

c) Madras projektio E(B) kaikille Borelin joukoille B C R. (Jos mittateoria ei
ole ihan vireessd, unohda koko juttu.)

29.3. Olkoon H = C™. M#4iraé jokin muotoa

0+
D:/ AdE)
0

oleva operaattori, missé spektraaliparveen E : R — B(C") liittyviin mitan kantaja
sisdltyy joukkon {0}, toisin sanoen E([a,b[) = 0, kun 0 ¢ [a, b].
29.4. Olkoon H = C". M#aaras kaikki muotoa

1+
D= / AdE;,
1

4Ry ysikoiden kiyttamin bra- ja ket-merkinnsin: (-|eq)e; = |e1)(e1].
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olevat operaattorit, missé spektraaliparveen E : R — B(C") liittyvin mitan kantaja
sisdltyy joukkon {1}, toisin sanoen E([a,b]) = 0, kun 1 ¢ [a,b[. Koeta yleistdi
avaruuteen £2 tai jopa yleiseen Hilbertin avaruuteen H.

29.5. Olkoon T; kuten esimerkissi 3.3.6, ts.

260

n

Tt:HHH:fo'X[()’t],

missi H = L?[0,1]. Osoita, ettd T on spektraaliparvi. Miki on vastaava ”diago-

naalioperattori”
1+
D = / AdT\?
0

29.6. Maaraé edellisen tehtdviin operaattorin ominaisarvot. Mitd osaat sanoa
sen spektristi?
29.7. Unitaarinen operaattori U € L(H) on aina muotoa

U:/ cos)\du>\+i/ sin Adpy.

—T —Tr

VIHJE. Lemma: On olemassa hermiittinen operaattori 1" siten, etti

U=-exp(iT)=cosT +isinT ja
Sp(T) C [—m, 7). O

Huomautuksia lukuun X.

Per aspera ad astra? Kirjoittaja on puolittain tahallisesti salannut fysiikasta
kiinnostuneelta lukijaltaan ongelman: normialgebra B ei sovellu kvanttimekaniikan
malliksi. Vika on siiné, ettd kvanttimekaniikassa ovat keskeisessé roolissa operaat-
torien kommutaattorit ST —TS. Erityisesti tarvitaan tilannetta, jossa ST —-TS = I.
Mutta mink#édn Banach-algebran ykkosalkiota ei voi esittdd kahden muun alkion
kommutaattorina. Jos nimittéin olisi ST — T'S = I, niin saataisiin

ST = STT" ' = (I +TS)T" ' =11 4+ TST"!
=7t e =
=nT" 4+ TS,

Tastd saataisiin normeille

(1) IST™ = TS| = [[nT" 7| = n) 7"

Mutta vasen puoli on

(2) STt =TI TS| < STT Y| + |71 TS| = (ISTI| + 1S IDIT™ ).
Yhdistamalld (1) ja (2) saataisiin ristiriita: n < (||ST|| + ||7°S]|) kaikilla n. O

Ongelma ratkaistaan kvanttimekaniikassa silld tavalla, etté siirrytéén tarkaste-
lemaan epédjatkuvia operaattoreita. Jotta ei menetettiisi liikaa teoriaa vaaditaan
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kuitenkin, ettd kuvaaja on suljettu. Suljetun kuvaajan lauseen mukaan ei kyl-
likédn Hilbert-avaruudessa ole epédjatkuvia operaattoreita, joiden graafi olisi sul-
jettu. Tasté selvitddn tyytymailld operaattoreihin, jotka eivit ole méériteltyji koko
Hilbert-avaruudessa, vaan ainoastaan sen tihedssd aliavaruudessa.

Kummastelua. On hyvin ihmeellisté, ettd numeroituvaulotteisella avaruudella
voi olla ylinumeroituva méérs sisdkkéisid suljettuja aliavaruuksia. Niin kuitenkin
on.

Vaihtoehtoinen esitystapa hermiittisen operaattorin spektraaliesityk-
selle.'*® Olkoon T hermiittinen. T:llsin on olemassa ”spektraalimitta” u siten,
ettd kaikilla € > 0 on olemassa n € N ja luvut 0 < t; < --- < ¢, < > ja
A1, ..., Ay € C siten, ettd

1T = pltj—1, T sy < e
=1

Tassa spektraalimitalla p tarkoitetaan kuvausta reaalilukujen Borel-joukoilta ope-
raattorialgebraan B(H ), siten etti

1) Jokainen p(M) on ortogonaaliprojektio.
) () = 0.
) n(R) =1I.
) MiNMy =0 = pu(M;UMs) = u(M;)+ p(Ms) (additiivisuus)
(6) My C My = u(My) < p(Ms) projektioiden jirjestyksen mielessé.

Kaiken tdmén ilmaisee lyhyt kaava
7= [ i,
joka on sikilikin perusteltu, ettd kaikille z,y € H piitee
(Tz,y) = /_c: Ad(paz|y),
ja

(Tz,2)= [ Adlusal?

— 00

missé on merkitty lyhyesti py = pu(—o0, A] ja integroinnit tapahtuvat ”tavallisessa
Lebesgue-Stieltjes-mielessd” .
Hyvi lukija. Kirjoita tekijélle parannusehdotuksia lukuun X.

145 He-8].
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LIITE: VALINTA-AKSIOOMA, HYVINJARJESTYS JA KANTA

1. Valinta-aksiooman eri muotoja (x)

Todistamme seuraavat lauseet ekvivalenteiksi valinta-aksiooman kanssa: Haus-
dorffin maksimaalisuusperiaate, Zornin lemma ja hyvinjirjestyslause. Muotoi-
lemme viitteet sitd mukaa kuin todistus etenee. Aloitamme ehki uskottavimmalla,
ainakin vihiten médritelmié sisdltéavilld: itse valinta-aksioomalla. Kovalla tyolla
todistamme siitd Hausdorffin maksimaalisuusperiaatteen ja silloin Zornin lemma,
edelleen hyvinjérjestyslause ja lopulta paluu valinta-aksioomaan ovatkin pelkkii
laskettelua alamékeen.

Mainittakoon, ettd jo GEORG CANTOR kiytti hyvinjirjestyslausetta ja ERNST
ZERMELO'0 todisti sen v. 1904 ekvivalentiksi samalla kiyttoon ottamansa valin-
ta-aksiooman kanssa. 1900-luvun alussa Hausdorff'47 kiytti maksimaalisuusperiaa-
tettaan. Uusin lauseista on Zornin lemma.

Valinta-aksioomasta esiintyy kirjallisuudessa myos versioita, jotka eivit ole esit-
tdmédmme kanssa yhtépitdvid mutta palvelevat kuitenkin samantapaisia tarkoituk-
sia.

AKSIOOMA 1. (VALINTA-AKSIOOMA). Joukkojen E;, i € I karteesinen tulo
[[E={f:1-JE | fi=f()ecEViel}
il il
on aina epdtyhjda, kun I ja jokainen E; ovat epdtyhjid.
Sanomme karteesisen tulon alkioita tissd yhteydessd valintafunktioiksi.

MAARITELMA 2. Joukon E relaatio ”<” on jirjestys, ja (E,<) on jirjestetty
jJoukko, mikili 7 <” toteuttaa ehdot:

(1) x <z kaikille z € E. (refleksiivisyys)
(2) Josz <y ja y<zninz <z (transitiivisuus)
(3) Jos z <y ja y <z niin z =y. (antisymmetria)

Jarjestys on tdaydellinen, mikali lisdksi
(4) Kaikilla z,y € F pitee z < y tai y < x.
Samaa on tapana ilmaista sanomalla, ettd (E, <) on tdysin jdirjestetty joukko eli

ketju'*®. Esimerkiksi joukkojen inkluusio ”C” on jirjestys ja luonnollisten lukujen
jarjestys on tédydellinen jérjestys.

146 ERNST FRIEDRICH FERDINAND ZERMELO 1871-1953, Saksa.
147FELIX HAUSDORFF 1868-1942(!), Saksa.
1489amaa tarkoittavat myos ”lineaarinen” ja ”totaali” jarjestys
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MAARITELMA 3. Olkoon a € E ja C E, missé (E, <) on jirjestetty joukko.

(1) a on A:n yliraja, mikili x < aVz € A.

(2) a on A:mn suurin alkio, mikili x < aVx € A ja lisiksi a € A. (Vastaavasti
méadritelldén pienin alkio.)

(3) a on A:n supremum, mikili se on A:n yldrajojen joukon pienin alkio. Mer-
kitsemme: a = sup A.

(4) @ on Am maksimaalinen alkio, mikili fz € A : x > a.

(5) la,—=]={z € E|a<a}

Vastaavasti médritellddn alaraja, pienin alkio, infimum ja minimaalinen alkio.

HuomauTUus 4. Mitéddn edellimainituista ei ole olemassa aina. Ollessaan ole-
massa suurin ja pienin alkio ovat yksikisitteisid, samoin siis sup A ja inf A. Ylira-
joja ja maksimaalisia alkioita on usein paljonkin.

LEMMA 5. (KIINTOPISTELEMMA). Olkoon (E, <) jirjestetty joukko, jonka jo-
kaisella epdtyhjdlld osaketjulla on supremum joukossa FE ja olkoon f : E — E

sellainen funktio, ettd
Vee E: f(x) > .

Tdllgin on olemassa f:n kiintopiste, eli ehdon f(x) = x toteuttava x € E.

TobisTus. Valitaan aluksi kiinted a € E. Mééritelldén apukésitteeksi (a:han
liittyvi) Hausdorff-joukko, lyhyesti H-joukko, seuraavasti:

B on H-joukko, jos

(1) a € B.

(2) ze B = f(z) € B, ts. f(B) C B.

(3) Jos 0 # K C B on ketju, niin sup K € B.

(sup K on lemman oletuksen mukaan olemassa.)

Todistuksen ideana on niyttia kaksi asiaa: ”kaikkien H-joukkojen leikkaus on téy-
sin jérjestetty H-joukko” ja "tdysin jérjestetty H-joukko siséltédd kiintopisteen”.

Huomataan aluksi, ettd E itse on H-joukko, joten kaikkien H-joukkojen joukko
{B; ! i € I} on epityhji. Olkoon A kaikkien H-joukkojen leikkaus:

i€l

On ilmeistéd, ettd A on H-joukko ja tietysti inkluusion mielessé pienin sellainen.
Toisaalta myts [a, —] on H-joukko. Siksi

A C la,—],

toisin sanoen
Vre A a<z.

Todistuksen pdiosan muodostaa piéttely, joka osoittaa, etté
(1) Vo,y € Atz <ytai f(y) <w,

erityisesti A on siis tédysin jirjestetty.
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Viite (1) merkitsee samaa'4® kuin

n

cty = fly) <
Olkoon
P={zcA|VWeAd:y<z = f(y) <z}

Tavoitteena on osoittaa, ettd myss P on H-joukko ja siis P = A. Tamén todista-
misessa on varsinainen vaiva. Kaikilla x € P asetetaan

Bp={z€A|z<z tai z> f(z)}

On rutiiniasia osoittaa, ettd jokainen B, on H-joukko. Teemme sen tdydellisyyden
vuoksi:

(1)
reEP = €A,

sisereP — a<cu
acA ja a<zr = a€B,.

(2) z € B, = (joko z < xtalz > f(z)). Késittelemme ndmé tapaukset
erikseen.

(2a) Jos z < x, niin P:n méiiritelmidn mukaan f(z) < x ja siis f(z) € B,. Jos
taas z = x, niin f(2) = f(x) > f(z) ja siis téllsinkin f(z) € B,.
(2b) z > f(z) = [f(2) 222 f(z) = [(z) = f(x) jasiis f(z) € B,.

(3) Olkoon K C B, epityhji osaketju. Silloin K on myos H-joukon A epétyhji
osaketju ja siis sup K € A. Osoitetaan, ettd se kuuluu jo B,:dén. Ainakin,
jos x on K: ylédraja, niin sup K < z ja siis sup K € B,. Jos taas x ei
ole K:n yliraja, niin on olemassa y € K siten, ettd y £ . Nyt y € K C
B, = y < uztaiy > f(z), joten y > f(z). Mutta y < sup K, joten
sup K > f(z) ja siis sup K € B,.

No niin: A C B,. Olemme todistaneet, etti piitee:

rePjaze A = z¢€ B, eli
(2) re€Pjaze A = z<uzxtaiz> f(x).

Tuloksen (2) avulla n#ytetééin nyt, ettd P on H-joukko ja siis P = A.

(1) a € P, silld P:n méérittelevd ehto on triviaalisti voimassa a:lle.
(2) Osoitetaan, ettd f(P) C P. Olkoon x € P. Tamé merkitsee, etté

reA ja
yeAjay<z = f(y) <=z

Viitdmme, ettd f(x) € P, eli ettd

flx)e A ja
yeAjay < f(z) = f(y) < f(=).

149Huomaa, ettd tiydellisessi jarjestyksessd on 7z Ly <= y<uz.



1. VALINTA-AKSIOOMAN ERI MUOTOJA () 265

Ensimmaéinen viite f(z) € A on selvisti tosi, koska A on H-joukko. Olkoon
nyt y € A siten, ettd y < f(z). On aika kiiytt#d ehtoa (2). Sen mukaan
y < xtaiy > f(x), koska x € P jay € A. Oletimme, ettd y < f(x), joten
vaihtoehto y < z toteutuu. Tapauksessa y = x on tietysti f(y) < f(x),
kuten pitdaidkin. Tapauksessa y < x péitelldin seuraavasti:

f(y) <z, koskaz € Pjay € A,
x < f(x) aina ,

sits f(y) < f(=).

(3) Olkoon lopuksi K joukon P epétyhji osaketju. Viitdmme, ettd sup K € P.
Viite merkitsee, etté

supK € A ja
yeAjay<supK = f(y) <supK.

Ainakin K C P C A ja A on H-joukko, joten sup K € A. Toisen puolen
toteamiseksi valitaan y € A, jolle y < sup K. On olemassa z € K, jolle
z £ y. Kéytdmme toistamiseen ehtoa (2), joka nyt takaa, etté

y < taiy > f(x).

Ensin mainittu tapaus implikoisi mahdottomuuden y > f(x), joten y < x
ja itse asiassa y < x, silld oletimme, ettd y £ z. P:n médritelmén mukaan
fly) <z, muttazr € K = z <sup K, joten f(y) < sup K, kuten pitikin.

Olemme todistaneet, etti P on H-joukko ja siis

P=A.
Ehto (2) soveltuu siis kahteen A:n alkioon z ja y ja tavoitteemme
(1) Ve,y € A:x <ytai f(y) <z,

on saavutettu. A itse on siis téysin jérjestetty eli ketju ja liséiksi epétyhja.

On lopuksi vain huomattava, etti H-joukkona A siis siséltéé alkioidensa supre-
mumin x = supA € A, ja se on f:n kiintopiste, koska ehto y < xVy € A ja
H-joukkoehto f(x) € A yhdessd antavat f(x) < z, mutta oletettiin, ettd aina
flz) >z O

LAUSE 6 (HAUSDORFFIN MAKSIMAALISUUSPERIAATE). Oletamme seuraavassa,
ettd valinta-aksiooma on voimassa.

Jos K on jirjestetyn joukon (E, <) osaketju, niin on olemassa siti laajempi E:n
osaketju L, joka on inkluusion suhteen maksimaalinen.

Lause sanoo siis, ettd jokainen osaketju K sisdltyy ainakin yhteen maksimaali-
seen.

Tobistus. Teemme vastaoletuksen, jonka mukaan on olemassa E ja sen osa-
ketju K siten, etti K ei sisélly mihinkdin maksimaaliseen E:n osaketjuun. Olkoon

L={LCE|KCL,Lon En osaketju}.
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Kaikilla L € £ on siis vastaoletuksemme mukaan joukko
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n

Ly ={L'CE|LcCL', L on Emn osaketju}

epétyhjé, joten valinta-aksiooman nojalla on olemassa valintafunktio f € [], ., Lr.
Tamé tarkoittaa, ettd on olemassa funktio

fiL—JLocc

Lel

siten, ettd kaikilla L € £L: f(L) € L, eli f on inkluusion mielessé kasvava funktio:

LcC f(L).

Kuvauksen f kiintopiste on etsimdmme maksimaalinen ketju. Sen olemassaolon
takaa kiintopistelemma 5, silld ehdot ovat voimassa: f on kasvava ja jokaisella epé-
tyhjalla osaketjulla 7 C £ on supremum L:ssé, nimittdin alkioidensa yhdiste. [

LAUSE 7 (ZORNIN LEMMA). Olkoon (E, <) jdrjestetty joukko, jonka jokaisella
epdtyhjilla osaketjulla on yldiraja joukossa E. Silloin itse E :ssd on olemassa aina-
kin yksi maksimaalinen alkio.

TobisTus. Todistamme,  ettd Hausdorffin  maksimaalisuusperiaatteesta
6 seuraa jopa, ettd kaikilla a € F on olemassa maksimaalinen b € FE siten, etté
a <b.

Olkoon siis @ € F. Varmasti {a} on E:n epiityhji osaketju, joten Hausdorffin
maksimaalisuusperiaatteen nojalla on olemassa maksimaalinen osaketju K D {a}.
Nyt siis a € K. Oletuksen nojalla K:lla on ylidraja joukossa E. Olkoon se b.
Osoitamme nyt helposti, ettd timé b kelpaa. Ainakin ehto a < b on voimassa.
Maksimaalisuustodistuksen aluksi taas huomataan, etti

be K.

Tamé johtuu siitd, ettd myos joukko L = {b} U K on E:n osaketju, vieldpd K:n
siséltdvi. Koska kuitenkin K on maksimaalinen, on siis L = K ja b € K. Siis b on
maksimaalisen osaketjun K suurin alkio. Tistd kylld seuraa, ettd b on koko E:n
maksimaalinen alkio, jollaisen olemassaoloa olemme todistamassa. Jos nimittéin
olisi olemassa sitéi aidosti suurempi alkio, vaikkapa

y > b,

niin liittdmalla y joukkoon K saataisiin sitd inkluusion mielessé aidosti suurempi

osaketju
L'=Ku{y} 2 K,

vastoin K':n maksimaalisuutta. Zornin lemma seuraa siis Hausdorflin maksimaali-
suusperiaatteesta. [

HuoMAUTUS 8. Seuraava lause sanoo, ettd ”"miké tahansa joukko voidaan ”jér-
jestdd hyvin”. Tarvitsemme ilmeisesti mééritelmén.
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MAARITELMA 9. Jirjetetty joukko (E, <) on hyvin jdarjestetty, mikéli sen jokai-
sessa epétyhjisséd osajoukossa on pienin alkio.

Esimerkiksi luonnollisten lukujen jédrjestys on hyvi, mutta reaalilukujen tavalli-
nen jéarjestys ei ole hyvi. Luonnollisesti jokainen hyvin jérjestetty joukko on ketju
eli téysin jirjestetty.!®”

LAUSE 10 (HYVINJARJESTYSLAUSE). Jokaisella joukolla on ainakin yksi hyvdi
jarjestys.tot

Tobistus. Tyhji joukko on triviaalisti hyvin jirjestetty, joten voimme olettaa,
ettd B # ().

Todistusideana on kiyttdd Zornin lemmaa F:n hyvin jirjestettyjen osajoukkojen
joukossa

F={(A,<4) } ) £ A CE,” <4 ”on jokin hyvi jirjestys A:ssa},
joka on varustettu luonnollisella jérjestysrelaatiolla:

A C B,

(A, <4) < (B,<p) < relaatiot <4 ja <p yhtyvit A:ssa ja
A= =P B~ A:n alkiot ovat SB —mielessi

suurempia kuin A:n.
On helppo ndhdi, ettéd (F, <) on jirjestetty joukko. Pelkkid verifiointia on myos

niyttdd, ettd Zornin lemman ehto téyttyy, eli ettd sen jokaisella epétyhjilld osa-
ketjulla on yldraja. Teemme sen silti:

(1) Olkoon G joukon F:n epityhja osaketju. On luonnollista yrittds sen ylira-
jaksi sen alkioiden yhdistetts

Y ={]Jg
varustettuna itsestdin ehdokkaaksi tarjoutuvalla jirjestysrelaatiolla
r<yy < (r,y€ Ajax <,y jollekin A € G).

Kaikille z ja y € Y on tosiaan olemassa molemmat siséltivi A € G, koska
G on myos inkluusion mielessé ketju. Liséksi ilmeisesti

r<yy < (r<ay jokaiselle A € G, jolle z,y € A).

(2) Relaatio ”<y” on selviistikin jérjestys joukossa Y.

(3) Tarkastamme vield, ettd ”<y” on nimenomaan hyvi jérjestys joukossa Y.
Otetaan tarkasteltavaksi Y:n epétyhji osajoukko B ja muistetaan, etté ta-
voitteena on 16ytéé siitd pienin alkio. Koska Y on perheeseen G kuuluvien
joukkojen yhdiste, on olemassa A € G siten, ettéd

BNA#(.

150Hyvin jirjestetyssi joukosa on mahdollista harrastaa induktiotodistusta, ns. transfiniittista
induktiota, jossa induktio-oletuksen tosin kussakin askelessa taytyy péited kaikille tutkittavaa ai-
kaisemmille alkioille.

151K getapa vain keksid sellainen reaaliluvuille!
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Joukossa B N A on hyviin jirjestyksen <, mielessi pienin alkio, olkoon se
b. Néytetdin, ettd b kelpaa etsiméksemme alkioksi, eli ettd b on B:n pienin
alkio jérjestyksen <y mielesséd. Verrataan sitd mielivaltaiseen B:n alkioon
x seuraavalla tavalla:
a) Josx € BN A, niin b <4 x ja siis b <y =x.
b) Jos z ¢ BN A, jasiis x ¢ A, niin on kuitenkin olemassa toinen G:n
alkio, vaikkapa A’, siten etti b € A’. Tamid A’ ei tietenkidsin voi olla
A:n osajoukko, vaan se siséltdd A:n — toinenhan siséltdd varmasti
toisen, koska G on inkluusionkin mielessé ketju. Nyt siis

(%) beAjare A A

n

Koska F:n jirjestyksen mielessi on A < A’ niin kaavasta (x) seuraa
b <y x myos téssd tapauksessa. Tité viitettiin.
(4) On lopuksi selvii, ettd (, <y) on G:n yliraja.
Zornin lemman ehto on siis voimassa ja voimme péitelld, ettd joukossa (F, <) on
maksimaalinen alkio, olkoon se (M, <,s). Joukon E hyvi jérjestys on 18ytynyt,
mikidli M on inkluusion mielessi maksimaalinen, eli M = E. Joka tapauksessa
M C E, joten antiteesi on £~ M # (). Olkoon siis z € E~ M. Jirjestetééin joukko
M U {x} sopimalla x sen suurimmaksi alkioksi. TAmé& on selviisti hyvéi jirjestys
vastoin M :n maksimaalisuutta. [

HuomaAuTUs 11. Hyvin jérjestetyssd joukossa on jokaisella alkiolla x yksikésit-
teinen viliton seuraaja, siis pienin z:44 suurempi alkio, mutta ei aina edeltdjdd.
Esimerkin téstd tarjoaa luonnollisesti koko hyvinjéirjestetyn joukon pienin alkio,
esimerkiksi luonnollisten lukujen ykkénen, mutta ei muillakaan alkioilla tarvitse
olla edeltéijai: vaikkapa hyvin jirjestetty joukko

1<2<...<1'<2 <.

siséltdd myos edeltdjattoméan alkion 1.

Cantorin joukko-oppi on paljolti joukkojen mahtavuuden eli kardinaalilukujen
tutkimista. Joukothan ovat isomorfisia joukkoina, mikili niilld on sama mahtavuus.
Toinen puoli joukko-oppia on ns. ordinaalilukujen teoriaa. Ordinaaliluvut ovat
hyvin jirjestettyjen joukkojen ekvivalenssiluokkia jirjestysisomorfismin mieless.

LAUSE 12. Hywvingdrjestyslauseesta seuraa valinta-aksiooma.

TobisTus!®2. Olkoon
{Ez}z el

epéatyhja parvi epéityhjid joukkoja. Hyvinjéirjestimme aluksi yhdisteen
el
Jokaisella sen epétyhjistd osajoukoista E; on pienin alkio. Mé&éritelldsin valintaku-

vaus
f:I— U FE; : f; = E;mn pienin alkio.
el

152Metodi: Hyvinjirjestd kaikki mihin péiset kiisiksi.
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Muuta ei tarvita. O

HuoMmAuTUs 13. Emme edellé ole tietenkiéin todistaneet oikeaksi mitééin valin-
ta-aksiooman muotoa. Olemme vain néytténet niiden olevan voimassa joko kaikkien
tai el mink&dn, olettaen sitd paitsi implisiittisesti tukun joukko-opin muita aksioo-
mia asiaa sen kummemmin ihmetteleméttd. Onko esimerkiksi Zornin lemma sitten
tosi vai ei? Tamé kysymys oli ensimméisend silld kuuluisalla avointen matemaat-
tisten ongelmien listalla, jonka Hilbert esitti vuonna 1900. Ratkaisu on yllattava.
Vuonna 1940 KURT GODEL onnistui todistamaan, ettd valinta-aksiooma ei aina-
kaan ole ristiriidassa joukko-opin muiden aksioomien kanssa. Mydhemmin vuonna
1963 PauL. COHEN osoitti, ettéd valinta-aksioomaa ei myoskéén voi todistaa oikeaksi
lihtem:lls muusta joukko-opista.!®® Voimme siis joko hyviksya tai hylits sen. Itse
asiassa matematiikkaa tehd#ddnkin joskus ilman valinta-aksioomaa ja joskus taas
sillikin tavalla, ettd kiytetéddn jotakin aksiooman lievempéid muotoa, esimerkiksi
sellaista, ettd numeroituvan monen epétyhjin joukon karteesinen tulo on epétyhja.

Tdmé& on yksi kolmesta kuuluisasta riippumattomuustodistuksesta. Eukleideen
paralleelliaksiooman riippumattomuuden muusta geometriasta esitti BOLYAI en-
simmadisend julkisesti n. 1830 ja alustavan todistuksen antoi BELTRAMI 1868. Lo-
pullisen todistuksen esitti KLEIN 1871.1%* Kolmas riippumattomuustulos on konti-
nuumihypoteesin riippumattomuus muusta joukko-opista — valinta-aksiooma mu-
kaan lukien. Kontinuumihypoteesi sanoo, ettéd ei ole olemassa joukkoa, joka olisi
mahtavuudeltaan aidosti kokonaislukujen ja reaalilukujen vilissd. Taménkin véit-
teen riippumattomuuden muista osoitti P. Cohen. Geometria-asia on aika helppo,
mutta joukko-opin riippumattomuustodistukset edellyttéivit matemaattisen logii-
kan tietoja.

2. Hamelin kanta

MAARITELMA 14. Joukko vektoriavaruuden V vektoreita on lineaarisesti riip-
pumaton eli vapaa, mikili jokainen sen dérellinen osajoukko on lineaarisesti riippu-
maton tavallisessa mielessé.

MAARITELMA 15. Joukon A C V:n virittdmd vektorialiavaruus on sen alkioiden
lineaarikombinaatioiden joukko

(A)={z=) Nz;|z €A \eKneN}.
=1

Sanomme, ettd A virittdd aliavaruuden (A).

Huomaa, ettd (A) on suppein A:n sisdltdvisti V:n aliavaruuksista, siis niiden
kaikkien leikkaus.

MAARITELMA 16. Vapaa eli lineaarisesti riippumaton joukko on wirittdmdnsd
vektorialiavaruuden kanta eli tarkemmin sanoen sen Hamel-kanta'®. Erityisesti
sellainen vapaa joukko, joka virittdd koko vektoriavaruuden V', on koko avaruuden
Hamel-kanta.

153K URT GODEL 1906 - 1978, Itévalta-Unkari — USA ja PAuL COHEN 1934- | USA.

15434N0s BoLyal 1802-1860, Romanian unkarilainen. EUGENIO BELTRAMI 1835-1900, Italia.
FELIX CHRISTIAN KLEIN 1849-1925, Saksa.

155GEorG HAMEL 1877-1954, Saksa.
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LAUSE 17. Joukolle A CV seuraavat ovat yhtdipitivid

(1) A on V:n Hamel-kanta.

(2) A on inkluusion mielessi maksimaalinen lineaarisesti riippumaton joukko
V :n vektoreita.

(3) A on minimaalinen V :n virittivi joukko.

270

n

LAUSE 18. Kaikki avaruuden V- Hamel-kannat ovat yhtd mahtavia. Niiden mah-
tavuus on avaruuden V' lineaarialgebrallinen eli Hamelin dimensio.

PERUSTELU. Tamaéi on todistettava erilailla kuin vastaava Hilbert-kannan lause.
Koeta keksid todistus itse! O

LAUSE 19. Jokaisella vektoriavaruudella on olemassa Hamel-kanta.

Tobistus. Olkoon K V:n niiden aliavaruuksien joukko, joilla on kanta —
inkluusiolla jérjestettyni. Sen epétyhjilld osaketjulla on yldrajanaan alkioidensa
yhdiste. Zornin lemman mukaan siis on olemassa maksimaalinen kannallinen aliava-
ruus. Tama& on kuitenkin vilttadméattd koko V', koska aidon kannallisen aliavaruuden
W voisi laajentaa sité aidosti suuremmaksi kannalliseksi aliavaruudeksi (W U {z}),
missi z € VN W. U

HuomAuTUs 20. Hamelin kannan olemassaolo on algebrallinen tosiasia; vekto-
riavaruus V saa olla k—kertoiminen milld tahansa kunnalla k.

Hamelin kannalla A C V' on pitkilti samat ominaisuudet kuin #érellisulotteisen
avaruuden kannallakin. Ennen kaikkea voidaan jokainen V:n vektori lausua tasan
vhdelld tavalla direllisené lineaarikombinaationa Hamel-kantavektoreista h € A:

xr = Zahh,

heA

missé vain ddrellisen moni luvuista o, eli Hamel-koordinaateista on nollasta eroava.

Myos voidaan jokainen lineaarisesti riippumaton joukko, mikd on sama asia kuin
aliavaruuden Hamel-kanta, laajentaa koko avaruuden kannaksi. Tamé todistetaan
kuten Hamel-kannan olemassaolo.

Mika tahansa Hamel-kannan jako erillisiin osiin tuottaa koko avaruuden jaon kan-
nan osien virittdmien aliavaruuksien yleistetyksi suoraksi summaksi, toisin sanoen
nédiden aliavaruuksien yhdiste virittdd koko avaruuden ja aliavaruudet leikkaavat
parittain toisiaan vain origossa.
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LIITE: FOURIER-SARJOJEN SOVELLUS
TAVALLISIIN DIFFERENTIAALIYHTALOIHIN (%)

ARI LEHTONEN

1. Virdhteleviin jousen differentiaaliyhtlo

Aaltoyhtélon johto. Olettakaamme, ettd meilld on lanka jdnnitettyna kah-
den kiinteédn tukipisteen viilille, ja ettd jannitys on niin suuri, etti langan paino
voidaan jattdd huomiotta. Lanka olkoon tasapainoasemassaan x—akselilla kiinni-
tettyné pisteistd * = 0 ja x = [. Kun lankaa eli jousta poikkeutetaan tasapai-
noasemastaan xy-tasossa, se alkaa viridhdelld. Kuvatkoon f(z) jousen poikkeamaa
tasapainotilasta hetkelld ¢ = 0 ja vastaavasti u(x,t) poikkeamaa ajanhetkelld . Siis

f(x) = u(z,0).

+Ad

—v

-T a7 :
o u(x,t)

X  X+AX |

Kuva 78. VARAHTELEVA JOUSI.

Oletetaan, etti jousen tiheys p on vakio, ja ettd jousta vaakasuoraan kiristéivi
jannitys T on myos vakio. Olkoon z jokin kiinte# kohta ja tarkastellaan pienen hiuk-

kasen — jousen osan vililla x,x + Ax — virdhdysliikettd. Sen pystysuuntainen
2

kiihtyvyys on 22 joten pystysuoran voiman komponentti on pAmw. Témén
kiihtyvyyden aiheuttaa jousen jédnnityksen aiheuttama tasapainotilaan suuntaava
voima. Tamé& voima syntyy vilin (z, x + Ax) eri péihin vaikuttavien voimien erosta;
jannityksen pystysuoraat komponentit eri péissi eroavat toisistaan. Jos a on jou-
ou
8_‘7;'

Pisteissé = ja = + Ax vaikuttavien jénnitysten pystysuorien komponenttien F'(z)

selle pisteeseen x piirretyn tangentin ja x—akselin vilinen kulma, niin tan o =
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ja F(x + Az) erotus on

AF = —F(z) 4+ F(z + Ax)

= —Tsina + T'sin(a + Aa)
= —T'sina + T sin a cos Aa + T sin A« cos «
~ TA«,

14  ~ 0. Toisaalta (1 + tan® a)Aa = - (tan a)A OU . joten pAz
silld o ~ 0. Toisaalta an® a)Aa = — (tana)Ax = — Az, joten pAr— =
62 o a2 = IV PR g

Ta—ZAx, silld, 1 + tan? o ~ 1. Siis u toteuttaa yksiulotteisen aaltoyhtdlon
x
0%u P 0%u
0x2 T Ot2°
Alku- ja reunaehtojen johto. Jousi oletetaan péistddn kiinnitetyksi

u(0,t) = u(l,t) = 0 ja ldhtee liikkeelle jostain asennosta: u(x,0) = f(x).

2. Muuttujien separoiminen

Misrataan virdhtelevin jousen yhtélolle ainakin muodollisesti ratkaisu. Funk-
tion u toteuttaman aaltoyhtélon kirjoitamme nyt muotoon

(2.1) %:%%, (0<z<l, t>0)
reunaehdot

(2.2) u(0,t) =0 wu(l,t) =0

ja alkuehdot

(2.3) u(z,0) = f(z) (jousen muoto tunnetaan alkuhetkelld)
(2.4) %(1‘, 0)=0 (alkunopeus on nolla).

Etsimme ratkaisua muodossa u(x,t) = v(x)w(t). Tillsin v ja w toteuttavat yhtilon
v(x)w” (t) = a*v” (z)w(t).
eli

,U//(x) _ w//(t)
v(z)  aPw(t)

Témén yhtdlon vasen puoli on vain x:n funktio ja oikea puoli on vain t:n funktio,
joten yhtilo toteutuu ainoastaan, kun kumpikin on vakio. Olkoon se vakio —A.
Yhtélo on korvautunut yhtéloilla

(2.5) v (z) = —v(z)

(2.6) w” (1) = —Aa*w(x)
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Reunaehdoista (2.2) saadaan funktiolle v ehdot v(0) =0, v(l) = 0. Jos A = 0, niin
on v"(z) = 0, joten siind tapauksessa v(x) = ax + .

Jos A = 0, niin v = 0, joten v(z) = ax + 3. Koska v(0) = v(l) = 0, on
a = (3 =0, joten v = 0. Mutta nollafunktio ei toteuta ehtoa (2.2), ellei myts
alkutilannetta kuvaava f ole 0.

Jos A < 0, asetetaan p = v/—\ Tillsin yhtilon (2.5) ratkaisut ovat muotoa

v(z) = asinh px + Beosh pz, «, ( vakioita

Koska v(0) = 0, on Scoshpu0 = [ = 0. Toisaalta ehdosta 0 = v(l) = asinh ul
seuraa o = 0, joten myos téssi tapauksessa nollafunktio on ainoa ratkaisu eiki
sekd#in kelpaa nollasta eroavalle f.

Jiljelld olevassa tapauksessa A > 0 merkitiin p = V. Tillsin yhtilon (2.5)
ratkaisut ovat muotoa

v(z) = asinpux + feosux, «, [ vakioita

Ehdosta v(0) = 0 seuraa taas § = 0. Vastaavasti ehdosta v(l) = 0 seuraa a:sin pl =
0. Tami toteutuu, jos o = 0 (jolloin olisi taas v = 0) tai sitten sin ul = 0, ts.

uz?, T € Z,

eli A\ = p? = nZWZ/ZQ, n € Z.
Olkoon nyt A = p? = n?7?/12, missi n € Z on jokin kokonaisluku. Funktio w

toteuttaa yhtélon

n?m2a?

12
ja ehdon (2.4) perusteella w’(0) = 0. Ratkaisuksi saadaan

w” (t) + w(t) =0

w(t) = 7y cos ?t, ~ vakio.

Siis alkuperéisen differentiaaliyhtélon toteuttaa ainakin jokainen funktio

. nmwx nmwat
Up (2, 1) := sin —— cos ,
[ l
joka toteuttaa ehdot (2.3) ja (2.4). Alkuehdon (2.3) toteutuminen johtaa seuraavan
kohdan tarkasteluihin.

Fourier-kertoimet.
Myos jokainen saamistamme ratkaisuista muodostettu lineaarikombinaatio

nwx nmat
g Qu, Sin —— cos

l

on vérihtelyongelman ehdot (2.1) ja (2.4) toteuttava ratkaisu. Jos sarjan saa deri-
voida termeittédin, myos ddreton summa

nwx nmwat
(2.7) Z vy, sin —— cos i
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on ratkaisu. Ehto (2.3) saa nyt muodon
(2.8) Z Qv sin @ = f(x) Vz e (0,1).

Tieddmme, ettd jos f € L2[0,1], niin kertoimet voi valita siten, etti sarja sup-
penee L?-mielessi, ja ettd tilloin kerroinjono () kuuluu jonoavaruuteen £2. Sini-
funktioiden

sin —

l

ortogonaalisuudesta avaruudessa L?[0,1] saadaan Fourier-kertoimille lauseke

l 3 nmx
an:fof(x)sdex_ / f(x sm—dw

L . 2 nre
fosm Tdm

Pitdisi siis pohtia, milloin sarjan (2.7) saa derivoida termeittédin. Tité selvi-
tdmme seuraavassa kohdassa. Tarkastelemme ensin muutamia esimerkkejé.

ESIMERKKI 1. Olkoon [ =2, h > 0 ja

hz, kin 0 <z <1
—hx +2h, kun 1 < x < 2.

\4

KuvAa 79. LIIKKEEN ALKUTILA.

Kertoimiksi saadaan esimerkiksi osittaisintegroimalla

8h nm 0, jos m on parillinen
ap = 5 5 sin — = (—l)kSh )
e 2 Ckr1D)Za2> josn=2k+1, ke {0}UN.

Tehtévin (2.1)—(2.4) ratkaisu on siis

C 8hie~ (WD (2k+D7mz (2k+ 1l)mat
(2.9) u(w,t) = = 2 Gy 12 sin 5 cos 5 :
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Saatu funktio on jatkuva. Témén voi todeta Weierstrassin M-testilld: sarjallahan
on majoranttina suppeneva sarja

= 1
> G
— (2k+1)

joten wu(z,t):m sarja suppenee itseisesti ja tasaisesti. Termeittéin derivoimalla saa-
dun sarjan suppeneminen tai hajaantuminen sen sijaan ei ole selvii.
Tarkastellaan ratkaisua (2.7) lihemmin. Koska

. nmx  nmz . nwr(z+ at) nm(x — at)
2sin ] cos ;i = sin ] —|—smf,

t —at
=1 T ansn D izt ol #53 ansin T e — af)
Maaritellasan funktio F : R — R asettamalla

nwx
g Q, Sin 5

saadaan

Nyt
u(z,t) = 1 (F(z +at) + F(z — at)).
Funktio F' on f:n pariton ZZ—Jaksomen laajennus koko reaaliakselille, ts.
F(x)= f(z), kunO<t<I,
F(x)=—F(z) VzxeR
F(x+2l) = F(z) Vo € R.
Kun tétéd sovelletaan ratkaisuun (2.9), todetaan ettd w on jopa molempien muut-

tujiensa suhteen kahdesti derivoituva lukuunottamatta pisteitd, joissa x + at =
Ly kl, ke

HuomAuTuUS 2. Funktiot F'(x+at) ja F'(x—at) ovat molemmat aaltoyhtélon rat-
kaisuja kunhan F' on kahdesti derivoituva. Nédiden merkitys selviéd tarkasteltaessa
niiden kuvaajia z:n funktioina muuttujan ¢ eri arvoilla.

y
t=0 mﬂ:(x)
(a,0)
=1 N:F(X-C)
(a+c,0)
t=2
/\y=F(x—20)
(a+2c,0) X

Kuva 80. AALTOLIIKKEET.
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Funktion z — F(z — at) kuvaaja on funktion = — F'(z) kuvaaja siirrettyné at:n
verran positiivisen z-akselin suuntaan. Vastaavasti funktion z — F(z+at) kuvaaja
on F:n kuvaaja negatiiviseen suuntaan siirrettyné.

Funktio F' on aallonmuoto ja funktio x — F(z — at) (vast. x — F(x + at))
esittdd z— akselin positiiviseen (vast. negatiiviseen) suuntaan nopeudella a etenevii
aaltoa.156

n

3. Virdhtelevi jousi, jonka alkunopeus tunnetaan

Nyt tutkimme viridhtelevid, paistddn kiinnitettyéd jousta, joka alkuhetkelld on
x—akselilla ja jonka liikkeen alkunopeus tunnetaan. Aaltoyht#lon
*u  p O%u 5, 0%u

= a

ox2 T Ot2 o2’

O<z<l, t>0)

ja reunaehtojen
u(0,t) = u(l,t)

liséksi ratkaisu toteuttaa alkuehdot

(xO)—OJaaat(:cO) g(x).

Muuttugien separointi eli erottaminen on yrite u(x,t) = v(z)w(t). Se johtaa edelld

kuvattuun omiaisarvotehtédvidn, jonka ratkaisuina saatiin A = %, v(z) =
sin ®7*, n = 1,2,.... Toinen tekija w toteuttaa tillikin kertaa differentiaaliyh-

talon

(2.6) w” (x) = Aa*w(z),

mutta nyt alkuehtona on w(0) = 0 ja siis w(t) = sin 2% . Aaltoyhtélén separoi-

malla saatu ratkaisu on siis nyt muotoa

nmtr . nmat
E ansm—sm T

missé kertoimet «,, on nyt madrattavi siten, ettd alkuehto

ou
E(x7 O) = g(SL‘)

toteutuu, ts.

>\ nma .
E ap—— sin — = g(z).
! l
n=1
nmr

Funktioiden sin “7* ortogonaalisuusehdoista saadaan téllé kertaa

9 [l
an=— | gz )Sinwdac
nma J l

156Nopeus: x + at=vakio = fl—f = Fa.
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Merkitasan l
Yn = %/ g(z) sin I .
0 l
Talloin
I = Yo nmT nmat
H=—3 Zgn——
u(z,t) Wa;nSIH 7 sin —
Koska
. nwr . nwat nm(z — at) nm(x + at)
2 sin —— sin = COos — COSs ,
l l l l
voidaan kirjoittaa
1
u(x,t) = % (H(x + at) — H(z — at)),
a

missi H : R — R
Koska

saadaan integroimalla termeittdin

T 0o
1 Yo NTT _
= 23 T eos T - vakion
/0 g(x) "2y cos — vakio

277

Funktio H on siis g:n 2l-jaksoisen, parittoman laajennuksen GG : R — R integraali:

Yleinen tilanne.
Yhdistamélld tdmé ratkaisu aiempaan ndhdéin, ettd funktio

u(z,t) = L1(F(z + at) + F(z — at)) + o= (H(z + at) — H(z — at))

2a

on tehtidvin

*u 0%
o2~ " 922
u(0,t) = u(l,t) =0
u(z,0) = f(z)
)
5 (@.0) = g(t)

ratkaisu.
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4. Pakotetut viridhtelyt
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Virihtelevd jousi, johon vaikuttaa ulkoinen voima p(z,t) toteuttaa osittaisdiffe-
rentiaaliyhtalon

0%u , 0%u
(4.1) 2 =% o +p(z,t). O0<z<l,0<t)

Oletetaan, ettd jousi on paistédin kiinnitetty, so.

u(0,t) = u(l,t) =

Jos p(x,t) = 0, niin kyseessé on vapaa virihtely, jolloin

(4.2) Z U (t) sin w,

nmat
l

jossa u,(t) = vy, cos tai u,(t) = 7y, sin tai ndiden lineaarikombinaatio
alkuehdoista riippuen. Kun p(z,t) ei ole identtisesti 0, esitetéiéin p Fourier-sarjana

nmat
l

ja pyritdin médradmain kertoimet w, niin, ettd funktio (4.2) on (4.1):n ratkaisu.
Muodollisesti termeittéiin derivoimalla saadaan wu,,:lle yht&lo
U (t) = =Apun(t) + pa(t),
2

jossa A\, = a?n?m? /2. Témin yleinen ratkaisu on

1 t
nl(t) = —F—= i \/Xn - n d n An n S Ant,
U (t) m/{)sm( (t T))p(T) T + Quy €08 \/ Apt + By sin \/ Ant

jossa «y, ja (3, ovat vakioita. Ne méiritiin alkuehdoista

Zun Sin— = f(x)

n=1

\/_ﬁn

HuoMAUTUS 3. Jos pakotusvoima on ajasta riippumaton, p = p(z), niin voidaan
menetelld yksinkertaisemminkin. Pyritédén loytdméin funktio ¢ = ¢(z) siten, ettd
funktio v(z,t) = u(z,t) — q(z) toteuttaa vapaan virdhtelyn aaltoyhtélon

0?v  ,0%

— =a"—.

ot? Ox?
Funktion ¢ tulee siis toteuttaa ¢’ (z) + p(z) = 0. Funktiolle v saadaan reunaehdot

o(l,t) = u(l, ) — q(l) = —q(0).

Jos vaaditaan, ettd ¢q(0) = ¢(I) = 0, niin v toteuttaa vapaan jousen yhtilén sidotuin
padtepistein. Funktio ¢ tulee niilld ehdoilla yksikésitteisesti méérdtyksi ja u(z,t) =
vz, t) + q(z).
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5. Ominaisarvot ja -funktiot

Virdhtelevin jousen osittaisdiferentiaaliyhtéloé ratkaistessamme jouduimme seu-
raavaan elliptiseen reuna-arvotehtaviin:

—v"" =X v vililld (0,1)
(5.1)
v =0 reunalla {0,1}.
Talld tehtévilla on aina triviaaliratkaisu v = 0. Kappaleessa 3 todettiin, etté

tehtavilla on myos nollasta eroavia ratkaisuja v tietyilld arvoilla A € R. Tillaisia
arvoja kutsutaan reuna-arvotehtévin ominaisarvoiksi ja funktioita v # 0, jotka
toteuttavat reuna-arvotehtiavin, ominaisfunktioiksi. Yleistikidamme tétd ideaa.

Olkoon L elliptinen differentiaalioperaattori alueessa €2 ja olkoon B reunadiffe-
rentiaalioperaattori. T:lloin reuna-arvotehtévin

(5.2) { Lu=f (:ssa

Bu =g reunalla 02

ominaisarvotehtdvd on

(5.3)

Lu=MXu ()ssa
Bu =0 reunalla 0.

Jos tehtévilld (5.3) on ratkaisu w # 0, niin sanotaan, ettd u on (5.3):n ominais-
funktio ja \ vastaava ominaisarvo.

ESIMERKKI 4. Kappaleessa 3 todettiin, ettd ominaisarvotehtévilla
{ v = =X vililla (0,1)
v = 0 reunalla {0,1}

. . 2 2 . . . .
on ominaisarvot A = “7—, n € Z \ {0} ja ominaisfunktiot

v(x) sin @

Muita ei ole.

ESIMERKKI 5. Madritiaan Dirichlet’n tehtdvin®
ominaisarvot suorakulmiossa € = (0,a) x (0,b), ts. ratkaistaan osittaisdifferen-
tiaaliyht&lo

Au= - u (:ssa
(5.4)

u =0 reunalla 0.

Erotetaan taas muuttujat: u(x,y) = v(x)w(y). Tilloin saadaan

(z)  w'(y)
o(@) | wly)

=\

157 JoHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET 1805-1859, Saksa
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joten on olemassa vakio u siten, ettd

{ —v"(x) = pv
v(0) =v(a) =0

{ —w" = (A= p)w
w(0) =w(b) =0
Namé yhtélot ratkaistaan samaan tapaan kuin kappaleessa 3. Tuloksena saadaan

{u:(%)Q,nEZ\{O} {)\—u:(mT”)Q,meZ\{O}

v(z) = sin *7F w(y) = sin =72,

2 2
o fmn m
A= (?H—z)

. nmTx . mmy
Upm (2, y) = sin —— sin —=.
a b

Tésséd on syytd huomata, ettd eri arvoilla n,m voidaan saada sama ominaisarvo
\. Esimerkiksi, kun @ = b = 7, on A = n? + m? ja Upm(7,y) = sinnxsinmy.
T:lloin ominaisarvo A = 5 = 12 + 22 = 22 + 12 ja (6.6):m ominaisfunktioita ovat
u = auy 2+ Pug, a, B € R, kunhan u # 0.

Allaolevissa kuvassa on ominaisfunktion noodikéyrii, siis kiyrié, joilla u(z,y) =
0. Ominaisfunktioiden sinnz ja sinmy noodikéiyrit ovat yksinkertaisesti akselien
suuntaisia janoja, mutta moninkertaisten ominaisarvojen tapauksessa esiintyy mo-
nia muita kiyrid. Kuvassa on muutamia esimerkkeji funktion asinmasinny +
[ sin nx sin my noodikéyristd neliossi. u,,, = sinma sin ny.
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Kuva 81. FUNKTION asinmaz sinny + (3 sin nx sin my NOODIKAYRIA NELIOSSA.
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Yleenséd ominaisfunktion noodikéyréd jakaa alueen useampaan kuin kahteen kom-
ponenttiin. Tietyille yksiulotteisille tehtéville tdmé voidaan osoittaa, mutta usean
muuttujan tilanteessa poikkeuksia esiintyy. Vrt. alla olevaan esimerkkiin!®®
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Kuva 82. FUNKTION asinmaz sin ny + (3 sin nx sin my NOODIKAYRIA NELIOSSA.
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